§ 11 Hauptsiatze fiir lineare Operatoren

11.1. DEFINITION. Sei X ein metrischer Raum und M C X.

(a) M heikt nirgends dicht in X, falls M keinen inneren Punkt enthélt.
(b) M heift von 1. Kategorie in X, falls es eine abzéhlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen ist.

(¢) M heift von 2. Kategorie, falls M nicht von 1. Kategorie ist.

11.2. SATZ [Baire—Kategoriensatz]. Jeder vollstindige, metrische Raum X # () ist von 2. Kategorie
in sich. Also ist X # () vollstandig und X = (J>2 | A, wobei A,, abgeschlossen sind, dann enthélt wenigstens
ein A,, eine nicht leere, offene Teilmenge.

Beweis. Idee: Annahme: X wiére von 1. Kategorie in sich. Dann wiirde

[ee]
X = U M,
n=1

gelten, mit nirgends dichten Mengen M,,. Wir konstruieren eine Cauchyfolge (z,) deren Grenzwert z in
keinem M,, enthalten ist. So erhalten wir dann einen Widerspruch.

Konstruktion dieser Folge: Da M nirgends dicht und X # @ ist, ist X \ M offen und nicht leer. Daher
finden wir 1 € X und 1 > 71 > 0 mit B(z1,71) N My = ). Es seien n > 1 und 7y, 2y, k < n definiert. Da
M, nirgends dicht ist, ist

B(wy-1,5) N X\ M, # 0

und offen. Daher existiert wir z,, € B(xp_1,7,_1) und 0 < 7, < 7,_1/2 mit B(xp,r,) N M, = 0. Nach
Konstruktion ist (z,) eine Cauchyfolge, und wegen der Vollstandigkeit von X konvergiert z,, gegen ein x.
Ferner fiir m > n gilt d(z,xy,) < d(x, 2) +d(Tm, Tn) < d(T, T0) +70/2 — 10 /2, dh. 2 € B(zp, 1) € X\ M,
fiir alle n € N, also & | J,,cy Ma- n

11.3. THEOREM |[Prinzip der gleichméifiigen Beschrinktheit]. Sei X ein Banachraum, Y ein nor-
mierter Vektorraum und 7, € Z(X,Y) fiir o € I. Ist

sup ||T04x||y < +OO7 T e X7
a€cl

so gilt

sup || 7o || 2(x,v) < +o0.
acl

Beweis. Definiere

E, = {:L' € X :sup [|[Toz|y < n}
acl

Aus der Voraussetzung folgt, dass X = |J,,cyy En gilt. Ferner sind die Mengen E,, abgeschlossen, denn

E, = () IITa()lly (0, ).
acl
Nach dem Baire-Kategoriensatz existiert ein ng € N, zyp € X und r > 0 mit B(zo,r) C Ep,. Sei z € X
beliebig und setze z = xo +rz/(2||x||), dann gilt ||z — zo|| < /2 und insbesondere z € B(xq, 7). Daraus folgt
| Taxoll, | Twz|| < no fiir alle a € I. Also gilt

2lel

[Tzl = 1Ta(z — o)l < ——

[l]]-
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11.4. SATz [Banach—Steinhaus]. Es seien X,Y Banachriume und 7), € Z(X,Y) fir alle n € N. Fiir
alle z € X existiere Tz := lim,,_,oo Tp,z. Dann ist T € £ (X,Y).

Beweis. T ist linear, und verwende Theorem 11.3. [

11.5. DEFINITION. Eine Abbildung 7' zwischen metrischen Rdumen XY heifft offen, wenn das Bild TU
einer offenen Menge U in X offen in Y ist.

11.6. BEMERKUNG.
(a) Sei T bijektiv. Dann T offen <= T~ ! stetig.
(b) Ist T: X — Y linear, so gilt

T offen <= 3§>0B(0,9) CTB(0,1).

Beweis. Definition nachrechnen. n

11.7. LEMMA. Es seien X,Y Banachrdume und 7' : X — Y linear, stetig und surjektiv. Dann existiert
d > 0 mit B(0,9) C T(B(0,1)).

Beweis. Der Beweis besteht aus drei Schritte:
1. T(B(0,1/2)) enthilt eine offene Kugel.

2. T(B(0,1/2")) enthilt eine offene Kugel um 0.
3. T(B(0,1)) enthélt eine offene Kugel um 0.

1. Schritt: Mit B := B(0,1/2) C X gilt X = (J,,cynB. Aus den Eigenschaften von T" folgt

Y = T(X) = T(U nB) = |J T(nB) = | J nT(B).
neN neN neN

Da Y vollstandig ist, folgt aus dem Baire-Kategoriensatz, dass nT(B) fiir ein n eine offene Kugel enthélt.
Daraus folgt dasselbe fir T'(B), d.h. B(yo,c) C T(B) gilt mit einem ¢ > 0.

2. Schritt: Das obige Argument gibt ein ¢ > 0 und ein yg € T(B) mit B(yo,e) — yo € T(B) — yo. Sei

y € B(0,e) CT(B) — yo, also y + yo € T(B). Dann existiert eine Folge u, = Tw,, € T(B) mit u, — y + yo

und v, = Tz, € T(B) mit v, — yo. Dann w,, — z, € B(0,1), Tw, — Tz, — y, also y € TB(0, 1). Das heifit

B(0,e) = B(yo,¢) — yo € TB(0,1), und daraus B(0,¢/2") C TB(0,1/2").

3. Schritt: Wir zeigen B(0,¢/2) C TB(0,1). Seiy € B(0,¢/2), und wéhle Tx; € TB mit ||ly—Tz;|| < e/4 =
y—Txy € TB(0,1/22) nach Schritt 2. Ferner existiert ein Txo € TB(0,1/22) mit ||(y — Tx1) — Txo|| < £/8.
Also y — Txq — Txg € TB(0,1/23) usw. So erhalten wir induktiv die Folge x,, € B(0,1/2"*1). Dann gilt

n
€
Hy B ZTmi S Snri
i=1
Setze z, := x1 + x2 + - -+ + @y, dann ist z, eine Cauchyfolge (ausrechnen!), und konvergiert so gegen ein
z € B(0,1). Weiter gilt Tz, — Tz und so Tz = y, so schlieklich y € TB(0,1). ]

11.8. Satz [Offene Abbildung]. Seien X,Y Banachrdume und 7' € Z(X,Y) surjektiv. Dann T ist
offen.
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Beweis. Die Behauptung folgt aus Lemma 11.7 und Bemerkung 11.6. [

11.9. KOROLLAR.
(a) Seien X,Y Banachriume und T € £ (X,Y) bijektiv = T~ ist stetig.
(b) Sei X ein Vektorraum und ||-|| und |||- ||| zwei Normen mit denen X vollsténdig ist, und die ||z|| < M|||z|||

fiir alle x € X erfiillen. Dann sind die zwei Normen aquivalent.

Beweis. (a) Die Behauptung folgt aus Satz 11.8 und Bemerkung 11.6.
(b) Betrachte

Id = (XD — (501D
Dann ist Id bijektiv, d.h. Id~! = Id ist stetig nach (a). Also gilt;

lllll = IE~H [ < Cllzl, =€ X

11.10. DEFINITION [abgeschlossener Operator|. Seien X,Y normierte Vektorraume, D C X Unter-
raum und A : D — Y linear. Der Operator A heifst abgeschlossen, falls

Doz, — x€X

D und Az =y.
Az, — yGY} — X Ec un x =1y

11.11. BEMERKUNG.
(a) Ein Operator T € Z(X,Y) ist abgeschlossen.

(b) Sei A: D — Y linear. Dann ist der Graph von A gegeben durch
gr(A) :={(z,Az):x € D} C X xY.
(c) gr(A) ist ein Unterraum von X x Y.

(d) A ist abgeschlossen <= gr(A) ist abgeschlossen in X x Y.
Beweis. UA. "

11.12. BEISPIEL. Sei X = C([0,1]) und A: X D CY([0,1]) — X, Af := f’. Dann ist A abgeschlossen.

Beweis. Sei f, € C[0,1] mit f,, — fund f, — g bzgl. |- ||lc. Es gilt fo(x)— fu(y) = [? f(t)dt. Dies liefert
durch Grenziibergang die Identitéit f(z) — f(y) = [” g(t) dt. Da g(t) stetig ist, so ist f(z) differenzierbar mit
Ableitung g. ]

11.13. LEMMA. Seien X,Y Banachrdume, D C X Unterraum und A : X D D — Y linear.

(a) D versehen mit der Graphnorm |||z|[|4 := ||z||x + ||Az|y ist ein Banachraumg gdw. A abgeschlossen
ist.

(b) A:(D,]||-|lla) — Y ist stetig

Beweis. UA. n



11.14. SATZ [vom abgeschlossenen Graphen]. Seien X,Y Banachriume, D C X Unterraum und
A: D — Y linear und abgeschlossen. Ist D in X abgeschlossen, so ist A auch beschrinkt. Insbesondere ist

ein iiberalldefinierter abgeschlossener Operator stetig.

Beweis. Nach Lemma 11.13 ist gr(A) abgeschlossen in X x Y. Betrachte die Abbildung P : gr(A) — D,
(z, Az) — z. Dann ist P linear, beschrankt und bijektiv. Aus Korollar 11.9 erhalten wir die Stetigkeit von

P~ und so
[Az]| < [[Az| + ||lz] = (2, Az)|| < M|[z|  fiir alle z € D.
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