§ 9 L, Raume beziiglich des Lebesgue-Mafles

Im Folgenden sei p stets das Lebesgue-Mafl und M die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen.
9.1. Sarz.

(a) Sei f,g € L'Y(R?). Dann existiert fiir fast alle z € R? das Integral

(f * 9)(a /fx—

Es gilt ferner || f x gl < [l £l - llgll-
(b) Ist f € LP(R?) und g € LI(R?), so existiert

/f x—1y)g(y)dy fiir jedes x € RY,

Desweiteren gilt f % g € LOO(Rd) und || f * gllec < || fllp - l19llq-

Beweis. (a) Fiir f,g € L'(R%) gilt mit der Verwendung des Satzes von Fubini-Tonelli:
//vm- |@M—/gr/Ux—|mw—/m 71 dy = 111 - lglh-
Rd Rd

Dies impliziert alle Aussagen.

(b): Ist f € LP(R?) und g € L9(R%) so erhilt man nach der Holder-Unleichung:

|fxg(z)] < // [f(@—y)l-lg@)l dy dz < [ f[lp - llgllq-
Rd R4
Dies zeigt die Existenz von f * g(x) fiir jedes x, und die iibrigen Aussagen folgen auch. m

9.2. SATz. Der Raum L'(R?) verschen mit der Multiplikation f * g (Faltung) ist eine kommutative Ba-
nachalgebra.

Beweis. Seien f, g, h € L'(R?%). Man rechnet leicht nach, dass (f4+Ag)xh = f+f+A(gxh), f*(gxh) = (f*g)*h
und f * g = g * f gelten. Die Submultiplikativitat der Norm wurde im Satz 9.1 (a) bewiesen. [

9.3. BEMERKUNG. Man kann leicht zeigen, dass die Banachalgebra L'(R?) kein Einselement besitzt.
9.4. SATZ. Sei 1 < p < oo. Dann ist C.(RY) dicht in LP(R9).

Beweis. Sei f € LP(R?) und ¢ > 0. Es gibt ein R > 0, so dass ||f — xB(o,r)fllp < €. Ferner existiert
eine Treppenfunktion ¢ mit ||xg(o,r)f — XB(0,r)¥llp < € (sieche Lemma 8.11). Die Funktion x g g)¢ hat die
Form sz\i L @ixa; mit A; C R? beschriinkt. Wir zeigen, dass jede einzelne y4, durch Funktionen in C.(R?)
approximierbar ist. Wahle eine beschréinkte, offene Menge GG und eine kompakte Menge K mit K C 4; C G
und A\;(G \ K) < ¢ (Existenz: Maftheorie). Dann existiert nach Lemma von Urysohn ein ¢ € C.(G) mit
¢ =1 auf K. Es gilt:

/|XA — Y|P dNg = /|XA — Y|P dNg = / IxA, —¢pd)\d+/\XA — PP dAg < 2PA(G\ K) < 2Pe.

G\K

=0

47



48 § 9. L, RAUME BEZUGLICH DES LEBESGUE-MASSES

9.5. SATZ. Fiir 79 € R? betrachte die Abbildung (S,, f)(z) = f(z +x0). Dann ist S :5,: LP(RY) — LP(RY)
ein stetiger, linearer Operator mit S, || = 1. Fiir jedes f € LP(R?) mit 1 < p < oo und ¢ > 0 existiert ein
d > 0, so dass fiir jedes |xo| < § gilt ||Sz f — fllp < e.

Beweis. Die Aussage ist klar fiir f € C.(RY) C LP(R?), und C.(R?) ist dicht in LP(R?). "

9.6. DEFINITION. Eine Folge (p,)n>1 von Funktionen mit den Eigenschaften

(a) pn =0 (b) ”IOTLHl =1 (C) limy, 00 fB(O,r) pn=1Vr>0
heifst approzimative Einheit oder Mollifier.

9.7. BEISPIEL. Betrachte p € C2°(R?), supp(p) C B(0,1), p > 0, [ p =1, und definiere p,(z) := nip(nz).

9.8. SATZ. Sei (pn)n>1 eine approximative Einheit. Dann gilt ||p, * f — f||1 — 0. D.h. die Banachalgebra
besitzt zwar kein Einselement, aber eine approximative Einheit.

Beweis. Fiir alle € > 0 existiert § > 0 mit ||[Syf — f|l1 < e fiir [y| < §. Also

(o * 1)) — f(2) = / (F(x— ) — F(2))paly) dy

R4

— [ G- -t@mw i+ [ Fe—) - @)l

B(0,5) R4\ B(0,6)
Daraus folgt
\/<pn*f><x>—f<x>dx(s/pn /Ifx— ~f@ldedy s [ ) [ 1@ 0) - f@)]dody
Rd B(0,5) R4\ B(0,6) Rd

y) dy + 2/ / paly) dy < 2¢
B(0,6) R4\ B(0,5)

fiir geniigend grofes n. ]

9.9. SATZ [Hausdorff Young-Ungleichung]. Sei f € LP(R%) und g € L'(R?). So existiert (f * g)(z) =
fRd (y) dy fiir fast alle x € Rd und es gilt || f*gll, < fllp- llg]l1-

Beweis. Sei h € L4(R%) mit l + l = 1. Nach dem Satz von Fubini und Satz 9.1(b)

[ 4o [ 5= wiat dydm}</|g I/If:v— o) dz dy < llglh - 11 - [l
R R

Daraus folgt die Behauptung (sieche Korollar 8.13(c)). "

9.10. SATZ. Sei f € LP, g € L9 mit %—i—é = 1,1 < p < oco. Sogilt f*g € BUC(RY) und sogar
fxg e Co(RY).

Beweis. Secien z,y € R%. Es gilt

£96e) = F gl = | [ £ = 2)9(2) ~ £y - 2)glz) &4 </|f v 2)~ fly— 2| lo(=)| dz
R4

Holder
< |Sa—yf = fllp - llgllg <,
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falls |z — y| < & (siehe Satz 9.5). Somit ist f * g € BUC(R?) bewiesen. Nun sei r > 0 so grof, dass
fRd\B(O o |fIP < e’ und fRd\B(O n lgl? < g So gilt fiir 2| > 2r die Ungleichung |z — y| > r fiir y € B(0,7),
und somit auch

1 #g(z)] < / £ — y)g(y)| dy + / Fa—naw)ldy < el fllp+elgll

B(0,r) R4\ B(0,r)

D.h., fiir grofes || gilt |f * g(x)| < ¢, also wurde f * g € Co(R?) gezeigt. "

9.11. SATZ. Sei (pp)n>1 eine approximative Einheit. Dann gilt ||p, * f — f|l, — 0.

Beweis. Argumentiere wie im Beweis des L!-Fall mit der zusitzlicher Verwendung von h € L4(R%) wie im
Beweis von Satz 9.9 u

Folgenden Satz konnte man auch zum Beweis des letzten Satzes benutzen.

9.12. THEOREM [Riesz—Thorin Konvexitidtstheorem|. Sei T : L; + Lo — L1 + L linear, ferner
seien pg, p1, 70,71 € [1,00] mit pg < p; und r9 < r1. Sei o € (0,1) und setze

1 . 1-a a 1 . l-«a a
E'_pio—i_pil und o T TO +7"1'
Dann gilt
||TH$ LPo [Tar) < ||TH3 LPo,L70) ||TH?%’(LP17U1)-
Beweis. Benutzt komplexe Analysis und ist technisch. [

Fin einfacher Fall des Satzes von Riesz-Thorin ldsst sich durch die Holder-Ungleichung beweisen.

9.13. SaTz [LP Interpolationsungleichung]. Seien pg,p; € [1,00], 6 € (0,1) und }%9 = 1T—()¢9 + p%. Sind
fe (X, u)NLP (X, p), dann ist f € LP?(X, ) und es gilt

—0 0
1 1lpe < 1F1lpg *1F115,

rq
Beweis. Setze g :=|f|=DPo und h := | f|?Po. Dann ist gh = | f|1=OPet0pe — | f|Po  ferner g € L7970 (X, p)
und h € Lve (X, ) und

1fllps = llghll <

. TR
syl g = IS0 1120

mit der Verwendung der Holderschen Ungleichung. [



