§ 8 L, Riume I.

In diesem Abschnitt sei (X, M, ) stets ein Mafiraum.

8.1. DEFINITION.

1
(a) Sei 1< p < oc. Setze ||f]|, = (/ 7 )"
X

(b) Sei f: X — K messbar. Dann heilt f wesentlich beschrankt, falls ein o > 0 existiert mit u({x € X :
|f(x)] > a}) = 0. Ferner heift

[flloo = inf{a > 0: p({z e X: |f(z)| > a} =0)}
das wesentliche Supremum von f.

(c) Sei 1 < p < oo. Definiere

LP(p) == LP(X, ) == LP(X, M, 1,K) := {f : f: X — K messbar und || f||, < oo}.

8.2. SATZ.
(a) LP ist ein Vektorraum.

(b) [|fll, = 0 gilt genau dann, wenn f(z) = 0 fiir fast alle x € X, d.h., es gibt N € M, so dass pu(N) =0
und fiir alle x € X \ N gilt f(z) =0.

(c) Sei f € LP. Setze
N :={f: f messbar und f =0 p-fast iiberall} = {f: f messbar und ||f]||, = 0}.

Dann ist N ein Unterraum von £P.

(d) wp-fast iiberall gilt | f]| < || f]|co-

Beweis. a) Fiir p = 0o: Sei 8 > || f|loo und v > ||g|oc- So gelten

p{z e X:|f(x)] > P} =0 und p(fze X :|g(z)[>~}) =0.

Es gilt {x € X : |f(z) +g9(x)| > a+ 8} C{x € X : |f(x) > f}U{z € X : |g(x)] > v}, und daher
p{z € X :|f(z) + g(2)| > o+ B}) = 0. Dies zeigt |[f + glloo < | flloo + ll9lloo-

Fiir 1 <p < oco: Die Funktion R} 3 z — 2P ist konvex, d.h. (aTer)P < #. Daraus folgt

/\f+gypd§2p1/|f!p+!g!pdu<+oo fur f e CP.
X X

b), ¢), d): Klar. "

8.3. Sarz. Fiir 1 < p < oo ist auf £P die Funktion || - ||, eine Halbnorm.

Beweis. Homogenitét ist leicht zu sehen. Die Dreiecksungleichung fiir p = oo wurde im Satz 8.2 a) bewiesen.
Fiir p < oo ist die Dreiecksungleichung ein Resultat von Minkowski, siehe Satz 8.6. Zum Beweis bendtigen
wir ein paar Hilfssétze. n
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42 §8. L, RAUME I

8.4. SATZ [Youngsche Ungleichung|. Fiir 1 < p,q < oo mit % + % =1 und fiir a,b > 0 gilt

< al | b?
ab_p+q.

Beweis. Es reicht log(ab) < log(%p + %) zu zeigen, welche Ungleichung sich als % log aP + % log b7 < log(%p +

%) schreiben lasst. Diese Ungleichung bedeutet aber die Konkavitiat von log, was aber natiirlich stimmt. m

8.5. SATz [Holdersche Ungleichung]. Essei 1 < p,q < oo mit 1/p+ 1/¢ =1 (interpretiere 1/00 = 0).
Desweiteren seien f € LP(X, ) und g € £9(X, ). Dann ist f-g € £'(X, ) und

IFglle < 1 £1lp - llglle-

Beweis. Die Fille p = 1, 0o sind trivial, sowie der Fall || f||, = 0 oder | g||, = 0. Natiirlich ist fg messbar.
Seien G := g/||g|lq und F := f/| f|,- Anwendung der Youngsche Ungleichung in jedem Punkt z € X ergibt

[ ir@c@)aue) < [ qu 4 [ gy = 2221
X X X

und die Behauptung folgt. [

nach Integration

8.6. SATZ [Minkowskische Ungleichung]. Sei 1 <p < oo und f,g € LP(X, u). Dann gilt

1+ glly < 1 F1lp + [lgllp-

Beweis. Bemerke pqg — ¢ = p und verwende die Holdersche Ungleichung;:

/|f+g|pdu</|f| gl 1du+/lg| FagP <

/\f\pdu /\f+g!p" ") /lglpdu ) ([ 15+ gran)
X
- </|f|pd“)l/p+(/ lg\pdu>1/p '</|f+g|pdu)l/q,
X X X

Die Behauptung folgt nach Division mit dem rechten Term und p — p/q = 1. [

| N

8.7. BEMERKUNG.

a) |||, ist nur eine Halbnorm auf £P. Denn sei f € L?, es gilt = 0 genau dann, wenn
P P
feN :={g: g messbar und g =0 p-fast iiberall}.

(b) N ist ein Unterraum von M, dem Vektorraum der messbaren Funktionen (auch von £P), und

f~g Ly f—geN

definiert eine Aquivalenzrelation.
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Wir kénnen dquivalente Funktionen miteinander identifizieren, d.h. den Faktorraum definieren.
8.8. DEFINITION. Der Raum L? ist definiert durch:

LP(X,p) = L(X, M, 1, K) /N, WA == 1 flps fiir alle [f] € 1>, die Aquivalenzklasse von f.

8.9. SATzZ.

a) L>°(X, ) ist ein Banachraum, und || f,, — f|lcc — 0 genau dann, wenn eine Menge N € M mit u(N) =0
existiert, so dass fp(z) — f(z) gleichméfig auf X \ V.

b) [Riesz-Fischer]: Sei 1 < p < co. Dann ist LP(X, u) vollsténdig.

Beweis. a) UA.

b) Sei f, € LP(X, p) mit > o2 |[fullp = M < oo. Nach Satz 1.11 geniigt es zu zeigen, dass Y .-, f; in LP
konvergiert. Setze Gy, := >0 |fj| und G := 3772, [fj]. Dann [|Gall, < >0 [ fll, < M fiir alle n € N.

Satz von monotoner Konvergenz ergibt

/Gpdy: lim /GZduSMp.
X

Das heift G € LP(X,p) und G(z) = > 272, [fj(2)] < oo p-fast iiberall, insbesondere konvergiert F'(z) :=
> =y fi(x) fiir fast alle z € X. Dann |F| < G, daher F' € LP(X,, u). Ferner

F=>"5| < ey e X,
j=1
nach Satz von Lebesgue
" P " p
r=22all = 7=l an o
=t % i=1

8.10. SATZ. Sei f, € LP(X,p) eine konvergente Folge mit || f, — f||, — 0. Dann existiert eine Teilfolge
fry, so dass fp, (z) p-fast {iberall gegen f(x) konvergiert.

Beweis. (f,,) ist eine Cauchy-Folge, Zu & = 1/2* wihle ng > nj_1 mit || fr, — finll, < 1/2% fiir alle n,m > ny.
Somit gilt || fu,., — frellp < 1/2%, und daher

o
Z ank+1 o fnkHP < Fo0.
k=1
Wie im Beweis vom Satz 8.9 b) beweist man, dass
o
Z Jrpr () = fap(2))  fiir fast alle € X konvergiert.
k=1
Da LP vollstéandig ist, konvergiert diese Reihe auch in LP, d.h.
m
fnm+1( fn1 Z fnk+1 fnk( ))_>g(37) fir m — 00,
k=1

fir fast alle x € X. Also fy,, () — g(z) + fn,(z) fast tiberall (m — o0). Aus dem Beweis vom Satz 8.9 b),

lI-llp

folgt fn,, — g+ fn,, also g+ fn, = f. Der Beweis ist fertig. ]
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8.11. LEMMA. Die Treppenfunktionen liegen dicht in LP(X, u) fiir ¢ < p < 0.

Beweis. Im Falle p = oo ist das Resultat aus Maftheorie bekannt. Fiir 1 < p < oo und f € LP(X, u), sei
n € N und definiere
A, = {xeX:%S |f(z)] Sn}.

So ist pu(A,) < oo, und fiir gentigend grofes n gilt

/ |fIP du <e.

X\ A,
Approximiere die beschrankte Funktion x4, f gleichméfkig auf A, durch Treppenfunktionen x4,g, also
Ixa, f — Xxa,9lle0 <e. So gilt auch

/ Ixa, f — xgl? dp < pu(An)e?,
X

die Behauptung folgt damit. [

8.12. SATz [Dualitét]. Sei 1 < p < oo, und (X, M, u) o-endlicher Mafraum. Sei 1/p 4+ 1/g = 1 (so
genannte konjugierte Exponenten). Dann definiert LI(X, u) — LP(X, p)’

J(9)f == /f~gdu, g€ LI(X, ), f € LP(X, ).,
X

einen isometrischen Isomorphismus.

Beweis. J ist wohldefiniert nach der Hélderschen Ungleichung. Natiirlich ist J linear. J ist isometrisch,

. /
denn sei g € LY(X, p) und setze f := 2 ( g1 >q " Damn

~ gl \Tgllg

71\ Jgl"
T =/( d =1
v= ) \gll) Tol
X

und [ fgdp = |gllq- Es bleibt die Surjektivitit von J zu zeigen.

1. Fall p(X) < oo: Sei ¢ € LP(X, ). Betrachte v : M — K, v(A) := p(xa) (xa € LP(X,pn)). v ist ein
signiertes (komplexes) Mak. Ferner ist v absolut stetig beziiglich i, denn A € M und p(A) = 0 impliziert
xa = 0 p-fast tberall, d.h. x4 = 0 in LP(X, p), also v(A) = ¢(xa) = 0. Satz von Radon-Nikodym ergibt
g € LY(X, p) mit

v(A) :/gdu: /XAgd,u VA e M.
A X
Also wegen Linearitit ¢(f) = [x fg du fir alle Treppenfunktionenen f. Ferner |¢o(f)| < C'|f|c. Die
Treppenfunktionen sind dicht in L (X, u), so gilt o(f) = [x fg du fiir alle f € L>®(X, u). Wir zeigen nun
g € LY(X, ). Sei erst ¢ < co. Setze

) ) = {l(<)>| o) 70

0 sonst.

f ist messbar und |g|? = fg = |f|P. Fir n € Nsei A, :={x € M : |f(x)] < n}. Dann ist x4, f € L=(X, )
und
a » 1/p q 1/p
97 = [ xa,fgdn=pca,f) < Iellxa, Sy = el ([ 1717 i) ™ = lel( [ lgl* du)
An X An An

— / 917 < ¢ VneN.
An
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Satz von Beppo Levi (monotone Konvergenz) gibt g € LY(X, ).
Jetzt betrachten wir den Fall ¢ = oco. Dann |g| < ||¢||, denn sei A := {x € X : |g(x)| > [|¢||}. Setze
f:=xalgl/g, f € L>®(X, ). Nehmen wir p(A) > 0 an.

Allell < /\g\du:/fg dp = o(f) < llell - [1f]]1,
A X

und nach Annahme = p(A) < || f|l1, Widerspruch zu pu(A) = || f||1. Also g € L>®(X, ).
Die Treppenfunktionen sind dicht in LP(X, ) also ¢ = Jg.

2. Fall, p(X) = oo: Es sei M = |J;2 | M, mit pu(X,) < oo und M, paarweise disjunkt. Sei ¢ € LP(X, p)’.
Setze @n(f) := o(xu, f) fir f € LP(X,, tn), wobel p,(A) = p(X, N A). Dann [|@,|| < |¢l, insbesondere
¢on € LP(Xp, pn)’. Verwende jetzt den ersten Fall um g, € LY(X,, ptn) zu bekommen. Setze g := > > | gn
(in jedem Punkt nur ein Summand, g,, wird durch 0 fortgesetzt auf M¢). Es ist g € LY(X, u) und ¢ = Jg zu
zeigen. Sei A, :=J_; M; und f wie in (1)

[ sl an = /fgdu Z/XMfg]du Zsofo ZXMf<Z||so||||fo||p
Anp

I=1pr, I=1pr;
~ el (32 [ b P an) = el / ol dn)’
Jj= 1X
Daraus folgt fAn |g|? dpe < ||¢||, und nach dem Satz von Beppo Levi g € LY(X, ). Es gilt:

. . . . Lebesgue
o(f) = @(lim xa,f) = lim ¢(xa,f) = lim /fg lim /XAnfg = /fg-
n—oo n—oo n—oo n—oo
A M

M

8.13. KOROLLAR.
a) Fir 1 <p < oo ist LP reflexiv.

b) L* und L' sind im Allgemeinen nicht reflexiv.

¢) Bs gilt ||fll, = sup{ [x fgdu: g € (X, ) }.



