§ 7 Der Dualraum von C(K)

Unser Ziel ist es konkrete Darstellungen fiir den Dualraum von C(K) zu finden, wobei K immer einen
kompakten, metrischen (topologischen Raum) bezeichnet.
Zunichst beschéftigen wir uns mit dem Fall K = [0, 1].

7.1. Riemann-Stieltejes Integral

Sei f € C[0,1] und g € BV[0,1]. Im Folgenden werden wir Unterteilungen P = {fo,t1,...,¢,} des Intervalls
[0,1] betrachten mit tg = 0 < t; < to < ... < t, = 1. Betrachte eine verfeinernde Folge Pj von Unter-
teilungen, so dass max{tf,; — t¥ : i = 1,...,n*} — 0 fiir Kk — occ. Diese Eigenschaft werden wir mit der
Bezeichnung “P, — 0” notieren. Zu einer Unterteilung P betrachte die Summe

Zf z+1 (tl))

Man kann leicht zeigen (wegen f € C0,1] und g € BV[0, 1]), dass fiir P, — 0 der Grenzwert obiger Summen
existiert, und dass der Limes von der Wahl der Folge von Unterteilungen unabhéngig ist. Wir setzen

1

=1 k kyy.
/fdg P;IBOZJ“ (t)(g(t1) — ()
0
7.2. SATZ. Die folgenden Aussagen gelten:
1 1 1
a) Fiir f1, f» € C[0,1], g € BV[0,1] und A € R [(fy + M) dg = [ frdg+ A [ fodg
0 0 0

1 1 1
b) Fiir f € C[0,1], g1,92 € BV[0, 1] und A € R [ fd(g1 + Ag2) = [ fdg1 + A [ f dgo
0 0 0

¢) Fiir f € C[0,1] gilt [ fd1 =0, [ fd(id) = [ f(z) dz.
0 0

O —r

1 1
d) Ist g € CY0,1] so ist g € BV[0,1] und es gilt [ fdg = [ f(2)g'(x) dz
0 0
1 11
) Fiix f,g € C[0,1]n BV[0,1] gilt [ fdg = fg| —[gds.
0 0

Beweis. Leicht. n

7.3. SArz. Fiir g € BV|[0,1] definiere
1
pg(f) = gf dg.
Dann ist ¢, € (C[0,1]) mit |¢,| = Vg

Beweis. Linearitét ist klar. Betrachte eine Unterteilung Py, des Intervalls [0, 1]. Es gilt
)Zf ) (g(tE) = 9(5)| < 1 e Dg (th) = 9(t5)] < I Fl=Vd'g,
und daher ‘fol f dg‘ <Vig: Ifllsc- Also |l¢gll < Vitg. Die Gleicheit kann man hier auch zeigen. "
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34 § 7. DER DUALRAUM VON C(K)

7.4. SATZ. Sei ¢ € (C[0,1]). Dann existiert ein g € BV0, 1], so dass
1

fir alle f € C[0,1] gilt ¢(f) = (f)fdg.

Ferner gilt ||| = Vilg.
Beweis. ]

Nun wollen wir eine alternative Darstellung von C[0, 1] finden, die auch im allgemeinen Fall von K verwendet
werden kann. Dazu ein bisschen Mafitheorie: Im Folgenden sei (X, M) ein messbarer Raum, also X nicht
leere Menge, M C P(X) eine o-Algebra.

Erinnerung:

Definition: Ein Mengensystem M C P(X) heift o-Algebra (iiber X), falls gilt:
i) XeM

i) Ae M= X\AeM

iii) AjeMfirjeN= (J 4; e M

JEN

Definition:  Eine Abbildung p : M — [0, 00] heifit Maf (auf M), falls
i) u(0) =0,
i) Aj e M, jeN, AjNAy=0firj#k= p(U A;) = 3 u(4y).
j=1

j=1

7.5. DEFINITION.
a) Eine o-additive Funktion p: M — R U {—o00, +0o0} heifst signiertes Map.

b) Eine o-additive Funktion p : M — C heifst komplexes Maf.

Wir werden die Untersuchungen auf signierte Mafle einschridnken. In dem komplexen Fall braucht man
manchmal weitere Uberlegungen. Oft hilft die folgende Idee: ist ; ein komplexes Ma8 so sind Re p und Im p
signierte Mafle, und trivialerweise gilt © = Re pu + ilm pu.

7.6. LEMMA.

a) Die (endlichen) signierten Mafe bilden einen R-Vektorraum.

b) Ein signiertes Maf kann nicht beide Werte —oo und 400 annehmen.
c) Ist A,B € M und B C A, so gelten

wA) < o0 = p(B) < 4o0; und p(A4) > -0 = pu(B)> —oo.

BEWEIS. Folgen aus Additivitéat signierter Mafe. ]

7.7. SAaTrz [Hahn-Zerlegung]. Fiir ein signiertes Maf p existieren N,P € M mit X = N U P und
N NP =0, so dass fiir alle A € M

wWANP)>0 und p(ANN)<O0 gelten.
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BEWEIS. Wir nennen eine Menge A negativ, falls fiir alle B C A die Ungleichung u(B) < 0 gilt.

Schritt 1. Ist p(A) < 0 so existiert eine negative Menge A’ € M, A’ C A mit pu(A’) < p(A). Zum Beweis dieser
Behauptung: Sei k1 € N die kleinste natiirliche Zahl, so dass eine Menge A; C A existiert mit pu(Ay) > 1/ky.
Falls es keine solche Zahl gibt, dann ist A’ = A eine passende Wahl. Es gilt u(A\ A1) < p(A).

Schritt 2. Man geht analog vor: Fiir die Menge A\ A; verwenden wir Schritt 1., und erhalten ko und Ay mit
(AN A1\ A2) < p(A) und p(Az) > 1/ks. Rekursiv findet man A,, und k,, € N. Die Konstruktion kann in
endlich vielen enden, also wir finden z.B. kein k,, mehr. In diesem Fall, ist A" := A\ (A1 U---UA,,_;) eine
passende Wahl.

Schritt 3. Falls die Rekursion nicht endet, gilt

Zki < iu(z‘ln) :M(G An> < 400,

denn pu(A) <0 < 400, und so gil nach Lemma 7.6(c) M(UZO:1 An> < 4o0. Es folgt k,, — oo fiir n — oo.
Schritt 4. Wir setzen A" := A\ |J,, An . Die Menge A’ hat die gewiinschten Eigenschaften. Denn: sei indirekt
B C A" mit u(B) > 0. Dann gibt es k € N mit pu(B) > 1/k. Fiir gentigend grofes n gilt aber k, > k. Dies
ist ein Widerspruch mit der Wahl von k), als kleinste natiirliche Zahl, denn B C A\ A1 \ - -+ \ An—1.
Schritt 5. OBdA: p nimmt den Wert —oo nicht an. Setze

a:= inf u(A).

A negativ

Betrachte eine steigende Folge A, von negativen Mengen mit p(A,) — . Die Menge N := {J, oy An ist
auch negativ, denn fiir N’ C N gilt u(N') = limy, oo u(N' N A,) < 0. Es gilt ferner u(N) = a < 0. Somit
auch a > —oo0.

Definiere P := X \ N. Diese Menge und N haben die gewiinschten Eigenschaften. Denn sei A € M,
falls (A N P) < 0 gelten wiirde, so hétten wir nach Schritt 1. eine negative Menge A" C A N P, mit
u(A") < u(ANP) < 0. So wire auch N U A’ negativ mit u(N U A") = pu(N) + p(A’) < a: ein Widerspruch
mit der Minimalitat von o. L]

7.8. SATZ [Jordan-Zerlegung|. Setzen
pt(A) :=sup{p(B): BC A} und p_(A):=—inf{u(B): B C A}
Dann Sind gy und p— positive Mafe und p a5t sich als p = py — p— zerlegen.

BEWEIS. Betrachte X = N U P, die Hahn-Zerlegung. Wir zeigen pu4(A) = u(AN P) (analog gilt p_(A) =
#(A N N)). Somit wird auch die Behauptung folgen. Es gilt AN P C A, und daher p(AN P) < ui(A).
Andererseits gilt u(B) = u(BNP)+u(BNN) < u(BNP) < u(ANP), damit py(A) < p(ANP). "
7.9. DEFINITION.

a) Fiir ein signiertes Maf betrachte die Jordan-Zerlegung und setze 7 := v4 + v_. Dann ist 7 ein positives
Mak und heiftt die totale Variation von v.

b) Sei u einsigniertes Maf und betrachte seine Jordan-Zerlegung p = p4 — p—. Das Integral e mefsbaren
Funktion f: X — R ist definiert durch

[ = [rane - [ ran.
X X X

falls auf der rechten Seite nich co — co steht.
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7.10. THEOREM |Riesz]. Sei() # K ein kompakter, metrischer Raum, und ¢ € (C(K))’. Dann existiert
eindeutig ein endiches, reguléres, signiertes Borel-Maf, mit

o(f) = /fdu fir alle f € C(K).
K
Um dies zu zeigen, betrachten wir eine allgemeinere Situation. Dazu benotigen wir den Begriff eines o-Rings.

7.11. DEFINITION.

a) Sei X eine Menge und R C P(X) ein Mengensystem mit den Eigenschaften:

i) A, e R = U,21 A, € M.
ii) ABeR= A\BeR.

So heifst R o-Ring.
b) o-Additivitdt hat die selbe Bedeutung wie auf o-Algebren.
¢) Ein Mengensystem H heift Halbring, falls

i) 0eH
i) ABeH= ANBecR.
iii) A, B € H = es existieren Cy,...,C, € Hmit AUB=C1U---UC,

7.12. THEOREM |[Daniell-Stone|. Sei X # 0 und F ein Vektorraum reellwertiger Funktionen auf X, so
dass fiir f,g € F auch fAg € Fund fA1l € F. Bezeichne mit Rp den von den Mengen {x € X : f(z) > 1},
f € F generierten o-Ring. Sei ® : F' — R ein positives (d.h. ®f > 0 falls f > 0), lineares Funktional mit der
Eigenschaft ®f, — 0 fiir f, | 0. Es existiert ein Maf p auf Ry so, dass ®f = fX fdu.

Zum Beweis benotigen wir zwei, aus der MaBtheorie wohl bekannte Lemmata (siehe Konstruktion des
Lebesgue-Mafles).

7.13. LEMMA. Es seien a,,b, € R und a, < b, so, dass [a,,b,) N [ag, bx) = 0, falls n # k, und [a,b) =
Unenl@n, br). Dann b —a = >, (b, — an).

7.14. LEMMA. Alle o-additiven, positiven, finiten Funktionen auf einem Halbring H koénnen (eindeutig)
zu dem von H generierten o-Ring fortgesetzt werden.

Beweis. 1. Schritt: Definiere das Intervall [f, g) := {(z,t) € X x Y : f(x) <t < g(z)}. Setze H := {[f,g) :
fig € F, f <g}. Dann ist H ein Halbring, denn:
Sei A, B € H. Es ist ANB € H zu zeigen; wenn A = [f1,91), B = [f2,92), dann ist AN B = [f1V fa,91 A g2)
(f1V f2 € F wegen Linearitdt und Voraussetzung). Ist A C B, dann gilt B\ A = [faV g1, 92) U [f2,92 A f1).
Wir haben jetzt gezeigt, dass H ein Halbring ist.

2. Schritt: Setze v : H — R, v([f,q)) == ¥(g — f). Wir zeigen, dass v wohldefiniert (trivial) und o-additiv
ist. Es seien [f,,, gn) paarweise disjunkt und [f, g) = {U,,[fn, gn). Dann gilt auch fiir jedes x

o0

[f (@), 9(2) = [ [fal(@), gn ().

n=1

Nach dem obigen Lemma folgt g — f = > 07 | (gn — fn). Setze hyy =g — f — > 1" 1 (gn — [n), also gilt hy, | 0,
und nach Voraussetzung ®h,, — 0. Folglich gilt

V([f7g)) = Zy([fnagn))

n=1
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Nach dem zweiten Lemma existiert ein o-additives Maf v. Sei 0 < f € F. Fiir f,, := (n(f — f A1)) A1 und
a € R gilt

0,afn) C[0,afar1)  und | J[0,afn) ={z € X: f(z) > 1} x [0,a).
n=1

Definiere pu(A) := (A x [0,1)) fiir A € Rp. Dann ist p ein Maf mit der Eigenschaft
v{xeX: f>1}x[0,a)) =au({ze X : f>1}).

Setze AT = {z € X : i 712" f(z) > 1} fiir 1 <i < n2" und A%, =0 und

n2"

By = | J(AP\ A7yy) x [0,i277).
=1

Es gilt dann B,, C By,41 und |~ ; B, = [0, f), folglich

Wf = 7(0.)) = lim 7B, = [ fdn

n—oo

7.15. LEMMA [Satz von Dini|. Sei f,, € C(K) mit f, | 0 punktweise. Dann konvergiert f, gegen 0
gleichméfRig.

Beweis. Sei ¢ > 0 gegeben und fiir jedes x € K ein n, € N gewahlt mit f,(x) < e fir jedes n > n,. Da f,
stetig ist gilt diese Ungleichung sogar in einer offenen Umgebung U, von z, also f,(y) < e fiir jedes n > n,
und y € U,. Die Menge K ist kompakt, also gibt es x1,...,2; € K, so dass K = Uy, U---U Uy, . Sei jetzt
ng := max{ng,,...,ng, } und y € K beliebig. Dann gilt y € Uy, fiir ein 1 < j < k. Daher f,,(y) < fo;(y) <e¢
fir n > ng > n;, wobei wir die Monotonie der Folge (f,) ausgenutzt haben. Wir haben gezeigt || f,|| < ¢ fiir
n > ng, der Beweis ist fertig. [

Beweis von dem Rieszschen Darstellungssatz. (Nur der reelle Fall.) Ein Borel Maf u ergibt ein ste-
tiges lineares Funktional ¢ durch ¢, (f) := fK f du, denn die Linearitét ist trivial und

el = | [ rans = [gan|< [11dus+ [1r1au
K K K K

< A oo (Il 4+l 11)-

Umgekehrt: Sei erst ¢ ein positives Funktional. Es sei C(K) > f,, | 0. Nach Satz von Dini gilt f,, — 0 auch
gleichméfig. Das heifit, die Bedingungen von Theorem 7.12 fiir F' = C(K) und ® = ¢ sind erfiillt, also
existiert ein p auf Ry mit ¢(f) = [} fdp. Da K € Ry ist (denn 1 € C(K) = F), stimmt Ry mit der Borel
o-Algebra liberein.

Nun beweisen wir den allgemeinen Fall, d.h. ¢ ist beliebig. Setze ¢4 (f) = sup{p(g) : g < f} fir f > 0.
Dann gilt fir f,g >0

o1 (f+g) =sup{e(h) :0<h < f4+ g} =sup{e(h1+h2) : 0<hy < f,0< hg < g}
=sup{p(h1) : 0 < hy < f} +sup{p(h2) : 0 < hy < g} = @1 (f) + v+(9)-

Wir haben hier benutzt, dass 0 < h < f + g die Existenz von 0 < h1 < fund 0 < he < g mit h = hy + ho
impliziert. Definiere jetzt ¢ (f) fiir beliebige f € C(K) durch

o (f) = (f+) — o (f-)-
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Die obigen Aussagen ergeben, dass o linear ist. Es ist leicht zu zeigen, dass sogar ¢ € C(K)'. Natiirlich
ist ¢4 positiv. Setze p_ = vy — . Da ¢ (f) > (f) fiir f > 0, ist p_ auch positiv. Schliefslich verwende
den ersten Teil um zu zeigen, dass p4 bzw. u— zu ¢4 und @_ existieren, und setze p = py — p—.

Isometrie: Es bleibt zu zeigen ||| = ||pl| := |lp+| + ||—]|. Sei p € M(K) und P und N seien nach der
Hahn-Zerlegung gewéhlt, dh. PN N =0, PUN = K, py(N) =0 = p_(P). Wegen der Regularitdt von p
finden wir Ky C P, K- C N, mit K4 kompakt, ps(N\ K_) <&, ux(P\ Ky) <¢e (¢ > 0). Sei flx. = £1
und sonst —1 < f < 1 stetig (insbesondere || f||oc = 1). Dann

|<Pu(f)|=‘/fdﬂ‘=‘/fdﬂ+/fdu‘=‘/fd;ur—/fdu_‘
K Nt N_ Ny N_

Ny N_
>/1du+—/1du—’ / fduy — / fduf’
Ky K_ P\K, N\K_

> g (K3) + pe(K_) = 28 = 14 (P) + i (N) — 22 — 2¢
— 1 (K) 4 p_(K) — 4.

d.he flopull = pr (K) + p—(K). =

7.16. DEFINITION. Seien p und v positive Mafe.

a) Wir nennen v absolut stetig beziiglich p, falls fiir alle A € M die Gleichheit p(A) = 0 auch v(A) =0
impliziert; die Notation dafiir ist ¥ < p. Falls p < v und v < p, so heiffen p und v dquivalent: p ~ v.

b) Ferner heifsen g und v (zu einander) singuldr, falls eine Menge A € M existiert mit v(A4) = 0 und
uw(X\A)=0.

c) Signierte Mafe heifsen absolut stetig bzw. singulér, falls ihre totale Variationen absolut stetig bzw. singulér
sind.

7.17. SATz. Fiir v,vj, p, u; positive Mafe gelten die folgenden Aussagen.

a) < ist eine transitive Relation, ~ ist eine d) Es gilt pj <> 07 pin.
Aquivalenzrelation. . ) )
e) Firvy<p(j=1,...) gilt 3 cxyvn < .
b) L ist eine symmetrische Relation. f) Firv; Lu(G=1,...) glt 3, cnvm L p
¢) Gilt v < pund p L v, soist v =0. g) Fallsv < p Lo, sogilt v L o.
Beweis. Leicht. [

7.18. SATz. Sei f: X — R, integrierbar, wir setzen

(1) v(A) = /fdu fiir alle A € M.
A

Zeigen Sie, dass somit ein Mafs definiert wird, das beziiglich p absolut stetig ist.

Beweis. Sieche Mafitheorie. n



