8§ 5 Kompaktheit

5.1. DEFINITION. Sei X ein metrischer (topologischer) Raum.

a) Eine Menge K C X heikt kompakt, falls man fiir jede offene Uberdeckung (Uy)acr, K C Uaer Ua eine
endliche Teiliiberdeckung findet, d.h. es existiert eine endliche Menge J C I mit K C |J,c; Ua.

b) Besitzt jede Folge (z,,) C K eine konvergente Teilfolge mit Limes in K, dann heifst K folgenkompakt.

c) Ist der Abschluss K (folgen)kompakt, dann heifft K relativ (folgen)kompakt.

5.2. LEMMA. Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum und X O Fy D F5 D --- D F,, D --- nicht leere,
abgeschlossene Teilmengen. Dann gilt ()77, F, # 0. Konvergiert diam F;, := sup{d(z,y) : z,y € F,} gegen
0, dann enthélt der Durchschnitt nur einen Punkt.

Beweis. Setze U, : X \ F),. Falls (.2, F;, leer wire, wiirde |J;2 | U, = X gelten, und wegen Kompaktheit
auch Uy = Ule U, = X fur ein N. Dies kann aber nicht passieren, denn Uy = X \ Fy # X. Der Zusatz

ist klar. n

5.3. Sarz. Ein folgenkompakter metrischer Raum (X, d) ist immer separabel.

Beweis. Fiir jedes k € N definieren wir rekursiv eine endliche Folge. Angenommen :Uf (i <n) ist bestimmt,
dann betrachte die Menge

n

B:=|J B(af,1/2%).

=1

Falls B = X, setzen wir ny := n, und die Rekursion ist beendet. Wire B ¢ X, withle 2% 41 € X\ B. Wir
behaupten, dass die Rekursion immer in endlich vielen Schritten endet. Wéare dies nicht so, dann ware (a:iC )keN
eine (unendliche) Folge, welche keine konvergente Teilfolge besitzen wiirde (denn d(z¥, z¥ ;) > 1/2%) : ein
Widerspruch. Fiir jedes k € N betrachte die endliche Uberdeckung X = |J*, B(zF,1/2%). Die abzihlbare
Menge {xf : 1 <i < mnyg, k€ N}ist dicht in X. Denn sei z € X und € > 0 beliebig. Sei k so grofs, dass

1/2% < e. Dann existiert ein ¥ mit a € B(x¥,1/2*), also folgt die Behauptung. "

5.4. SATZ. Sei X ein metrischer Raum. Dann sind die Begriffe folgenkompakt und kompakt dquivalent.

Beweis. Sei K C X folgenkompakt, (U, )aes eine offene Uberdeckung, und setze U := Uaer Ua - Erstmal
zeigen wir die Existenz einer abzéhlbaren Teiliiberdeckung. Sei A C K eine abzdhlbare, dichte Menge in K.
Betrachte die Menge

J:={(zx,r): x€ A, reQ4, B(z,r) C U, fir ein a € I},

welche immer noch abzéhlbar ist. Fiir (z,7) € J wihle eine Menge Uy, mit B(z,7) C Upy(g,r)-

Beh.: K g U(-’l‘,’f’)e«] Ua(xm).

Sei y € K, dann gilt y € U, fiir ein « € I, also existiert r > 0, r € Q mit B(y,r) C U,. Wegen der Dichtheit
gibt es z € A mit x € B(y,r/4), und so gilt y € B(z,7/2) C B(y,r) C Us. Dies zeigt y € Uy(y,r/2)-

Wir koénnen jetzt annehmen, dass I = N. Nehmen wir an, dass keine endliche Teiliiberdeckung existiert. Das
heifit fiir jedes n € N existiert z, € K \ Up_; Ug. Nach Voraussetzung hat (z,) eine konvergente Teilfolge
(x,), z;, — x € K. Aber dann kann z nicht in (-, Uy liegen: ein Widerspruch.

Umgekehrt: Sei K kompakt und (z,) C K eine Folge. Fiir jedes y € K betrachte die Kugel B(y, 1), so ist
Uye x B(y,1) eine offene Uberdeckung. Nach Voraussetzung existiert eine endliche Teiliiberdeckung K C
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Ule B(y;,1). Dann sind fiir ein 1 <4 < k unendlich viele x} in B(y;, 1), setze y' := y;. Betrachte nun diese
Teilfolge und wiederhole die ganze Prozedur rekursiv mit B(y, 1/2™) um eine Teilfolge (z*) sowie y™ € K

zu erhalten (m € N). Dann ist (z]!) eine Teilfolge von (z,). Betrachte F,, := (,—, B(y*,1/2F). Fir F,

m
gelten die Bedingungen von Lemma 5.2, also (e Frn = {#}. Es ist leicht ]! — x zu zeigen.

5.5. SATZ. Sei K C X, wobei X ein normierter Vektorraum ist. Ist K kompakt, so auch beschrankt und
abgeschlossen. ACHTUNG: Dies gilt nur in normierten Vektorrdumen!

Beweis. Sei K kompakt und K 3 z,, — x. Es ist © € K zu zeigen. Da K folgenkompakt ist, hat (x,) eine
konvergente Teilfolge x,, — y € K,aber dann muss y = z sein. Also gilt x € K. Ware K unbeschrankt,
existiert fiir jedes n € N ein x,, € K mit ||z, || > n, also wiirde (z,,) keine konvergente Teilfolge besitzen, ein
Widerspruch. [

5.6. SATZ. Sei K C R% K ist kompakt genau dann, wenn K beschrinkt und abgeschlossen ist. ACH-
TUNG: Dies gilt nur in endlicher Dimension!

5.7. LEMMA [Rieszsches Lemmal. Sei X ein normierter Vektorraum und Y ein abgeschlossener Unter-
raum, Y # X. Ferner sei 0 < 6 < 1. Dann existiert ein x5 € X mit ||zs|| = 1 und

lzs —yl| >1—0 fir alle y € Y.
Beweis. Sei x ¢ Y und setze d := dist(z,Y). Dann d > 0, denn Y ist abgeschlossen. Es gilt natiirlich

d < d/(1—9), also existiert ys € Y mit ||z — ys5]| < d/(1 —9). Nun setze zs := (z — ys5)/||z — ys/|. Dann
|zs|| = 1, und fiir alle y € Y gilt

los = ol = || = 2 — ]| = e e = s + 2 = sl
> gy > @ d=1-0
|

5.8. KOROLLAR. Sei X ein normierter Vektorraum. Aquivalent sind:

i) dim X < o0

ii) Bx(0,1) ist kompakt

iii) Jede beschrénkte Folge (z,) C X besitzt eine konvergente Teilfolge.
Beweis. i) = ii): Trivial.
ii) = iii): Siehe Satz 5.4.
iii) = i): Folgt aus Rieszschem Lemma. "

Deswegen ist es interessant Charakterisierungen der Kompaktheit in verschiedenen Rdumen zu untersuchen.

5.9. THEOREM [Arzela—Ascoli|. Sei (K, d) ein nicht leerer, kompakter metrischer Raum. Eine Menge
F C C(K) ist kompakt in C(K) genau dann, wenn sie

(a) abgeschlossen,

(b) beschriankt und
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(c) (gleichméfig) gleichgradig stetig ist, d.h. fiir jedes € > 0 existiert ein § > 0, so dass fiir alle z,y € K
mit d(z,y) < 6 gilt |f(x) — f(y)] < e fir alle f € F.

Beweis. Notwendigkeit: (a) und (b) folgen aus Satz 5.5.
Sei e > 0 und | rer B (f,¢) eine offene Uberdeckung. Wegen der Kompaktheit erhalten wir fi, fo, ..., f, mit
F C Ui, B(fi,e). Da K kompakt ist, sind f;, i = 1,...,n, gleichméRig gleichgradig stetig, d.h.,

30 >0:|fi(z) — fily)| <e, i=1,....n, dz,y) <4.

Nun sei f € F beliebig. Dann ist f € B(f;,¢) fiir ein 1 <7 < n, und

[f (@) = Fy)l < |f(x) = filo)| + [fi(x) = fi(y)| + [fily) — f(y)] < 3e.

Die Bedingung ist hinreichend: Wir zeigen nun, dass F folgenkompakt ist. Sei {z, : n € N} eine dichte
Teilmenge in K und (f,) € F eine beliebige Folge. Da F beschriinkt ist, existiert (fl) C (f.) so, dass
(fL(x1)) konvergiert. Wiihle aus dieser Folge (f2) C (f}) so, dass (f2(x2)) konvergiert, u.s.w. Setze g, := fm.
Dann ist (gy,) eine Teilfolge von f,, und g, (zx) konvergiert fiir jedes k € N.

Beh.: (g,) ist eine Cauchyfolge

Zu ¢ > 0 wiahle 6 > 0 nach (c). Dann existieren z;,, k = 1,...,n mit K C U}_,B(x;,,6). Fir z € K
existiert daher k € {1,...,n} mit d(z;,z) < J. Da (gm(z;,)) eine Cauchyfolge fiir k = 1,...,n ist, existiert
ein ng € N, unabhéngig von z, so dass fir m,n > ng

|9m (%) = gn ()| < |gim(2) = gm (@) + [gm (i) = gn(2i)] + [gn(2i) — gn(2)] < 3e,

d.h (g, ) ist eine Cauchyfolge in C'(K'). Wegen der Vollstandigkeit existiert ein g € C'(K) mit limy, o gn = ¢,
d.h F ist folgenkompakt. m

5.10. DEFINITION. Sei B := Bx(0,1). Ein Operator 7' : X — Y heit kompakt, falls T'(B) relativ

kompakt, d.h. T'(B) kompakt ist. Ferner setze

H(X,)Y):={T € L(X,Y) : T kompakt}, und F(X) =2 (X, X).

5.11. BEMERKUNG.

(a) #(X,Y)C Z(X,Y)
(b) dimX < oo = T € L(X,Y) ist kompakt.
(c) TeZ(X,Y),dimim(T) < co = T ist kompakt
(d) Id ist kompakt <= dim X < oo
Beweis.
(a) Klar.

(b) Sei (yn) C T(B). Dann existiert (z,,) C B mit Tx, = y,. Da B im Endlichdimensionalen kompakt ist,
existiert eine Teilfolge (2, ) C (7,) mit limg_o0 2, = z fiir ein x € B. Wegen der Stetigkeit von T'
erhalten wir

lim y,, = lim T, =Tz € T(B).
k—o0 k—o0

(c) T(B) ist abgeschlossen und beschrénkt, also kompakt (dim7'(B) < o0).



(d) Folgt aus Korollar 5.8.

5.12. SATZ. Sei X ein normierter Vektorraum, Y Banachraum. Dann ist 2 (X,Y") ein abgeschlossener
Unterraum von .Z(X,Y); insbesondere ist £ (X,Y’) ein Banachraum.

Beweis. Sei (7)) € #(X,Y)und T, — T. Es ist T € #(X,Y) zu zeigen. Sei (zx) € Bx(0,1). Nach
Voraussetzung besitzt (T12y) eine konvergente Teilfolge (T12}.). Rekursiv erhalten wir konvergente Teilfolgen
(Toa}) (fiir k& — oo) mit () C (2). Dann ist y, := 27 eine Teilfolge von x,. Wir zeigen nun dass
(T'yy) eine Cauchyfolge ist. Zu € > 0 existiert m € N, so dass |1}, — T|| < € und ein N € N, so dass
| Tmyn — Trnyrl| < €, n,k > N. Daher folgt

1Tyn — Tyrll < |Tyn — Tynll + | Tonyn — Tyl + | Ty — Tyl
<|NT = Tullllynll + 1 Tmyn — Tnyrll + [ Tm — Ty ||
<2 +¢, mnk>N

5.13. KOROLLAR. Seien X,Y Banachrdume, T' € Z(X,Y) und (7,,) C Z(X,Y) mit dimim(7},) < oo
fir alle n € N und |7 — T,|| — 0 = T ist kompakt.

5.14. BEMERKUNG. Gilt die Umkehrung? P. Enflo, 1973: Nein, im Allgemeinen.
Also es gibt einen Banachraum X und einen kompakten Operator T : X — X, so dass T nicht durch
Operatoren mit endlichdimensionalem Bild approximiert werden kann.

5.15. SATZ. Seien X,Y,Z Banachrdume, T' € Z(X,Y), S € Z(Y,Z). T oder S kompakt = ST kom-
pakt. Insbesondere ist £ (X) in Z(X) ein Ideal.

Beweis. Sei (z,) C Bx(0,1). Es ist zu zeigen, dass (STx,) eine konvergente Teilfolge hat. Im Fall, dass
T kompakt ist, erhalten wir eine konvergente Teilfolge (T'xy, ), also ist auch (STxz,,) konvergent. Sei S
kompakt, dann besitzt (STx,) eine konvergente Teilfolge, da (T'x,) beschrénkt ist. "
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