8§ 4 Schwache Konvergenz

4.1. SATz. Die Abbildung

Jil' = (o), (Jo)(y) =) anyn, €L yEc

n=1

definiert einen isometrischen Isomorphismus.

Beweis. Sei r = (z,,) € ¢! und y = (yn) € ¢o. Dann gilt
@] o¢]
[T(@) W) <Y [@nyal < [Ylloo D lzal = [yllollller-
n=1 n=1
Weiter ist J(z) : ¢ — K natiirlich linear, also J(z) € ¢{. Die obige Ungleichung zeigt ||Jz|| < ||z[/,. Sei

(07

N signxz,, n <N,
" o, n > N.

Dann gilt o € cgo, ||aV]|oo = 1 und

[T @) W) =D |zaynl =Y |zal-
n=1 n=1

Dies zeigt x|, < || J(x)|, also ist J eine Isometrie (und deswegen auch injektiv). Wir zeigen nun die
Surjektivitiat von J. Sei ¢ € ¢f. Setze x; := p(d;), wobel d; € ¢y die Folge mit 1 in der Koordinate ¢ und Null
sonst ist. Dann ist (z,) C %, da

N

N
D> lenl =
n=1

Ferner gilt J(x,) = ¢, denn aus der Definition folgt J(z,)(y) = ¢(y) fiir alle y € cop. Da J stetig und cgp
dicht in ¢q ist, folgt J(x,)(y) = ¢(y) fir alle y € Cy, also die Surjektivitét von J. n

znal = p(a™) < [lg|.
1

n=

4.2. SATZ. Seiy € ¢! und das Funktional py : £°° — K gegeben durch
o0
J bt — (co), py(x) = anyn, x € L.
n=1
So definiert J(y) := ¢, eine normerhaltende lineare Abildung J : £! — (¢°), die auch injektiv ist. Wir sagen
gl - (Eoo)l
4.3. DEFINITION. Eine lineare Abbildung ¢ : £*° — R heiftt Banach-Limes, falls

i) Fir jedes (z,) € £ gilt ¢(x,) = @(L(xy,)), wobei L : £*° — (> das Links-Shift ist, d.h. L(z,) =
(x2,x3,...). Translationsinvarianz

i) (1) =1fir1=(1,1,1,...,).

iii) Fir jedes (z,) € £°°, ,, > 0 gilt p(z,) > 0. Positivitdt

4.4. SATZ. Sei p: {*° — R ein Banach-Limes. Dann gelten die folgende Aussagen:

a) Ist (x), (yn) € €°° mit x,, < y, so gilt p(x,) < ©(Yn).
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22 § 4. SCHWACHE KONVERGENZ

b) Ist (z,,) € £, so gilt |p(x,)] < o(|znl).
¢) ¢ ist stetig und hat Norm 1.
d) Fir z = (x,) € £ gilt liminf, . z, < ¢(z) < limsup,,_, . Tn.

e) ¢ ist nicht multiplikativ, also es gibt (x,,), (yn) € £°° mit p((zpyn)) # ©(Tn)P(Yn).

Beweis. a) Fiir 2, <y, ist y, — x, > 0, und somit ((y, — z)) > 0.

b) Bemerke, dass x,, < |z,| und —z, < |z,| gelten. Nach a) gilt +¢((x,)) < @((Jzn|)). Daraus folgt die
Behauptung.

c) Fir (z,) € £ gilt |z,] < ||[(zn)]|co, also fur y, := ||(zn)|lecl gilt z, < y,. Verwende jetzt a) und b) um
lo(zn)| < @(1)|[(25)]|co zu erhalten. Es folgt auch ||| = 1.

d) Sei ¢ > limsup,, .., Tn, d.h., es gibt ein ng € N so, dass fiir jedes k > ng gilt z, < ¢. D.h. LF(x,) < 1,
also p(L*(x,)) < ¢ nach a). Wegen Translationsinvarianz gilt ¢((x,)) < ¢. Daher ¢((z,,)) < limsup,,_, ., Tn.
Die andere Ungleichung beweist man analog.

e) Betrachte die Folge (z,,) = (1,0,1,0,1,0...). Soist L(z,) = (0,1,0,1,0,1...), und damit (x,)+ L(z,) =
1 und (zp,) - L(zy) = 0. Da o((zn)) = @(L(zy)), so gelten 2p((z,)) = ¢((zn) + L(zn)) = ¢(1) und
o((zn))p(L(zn)) = 1/4# 0 = o((zn) - L(zn)). =

4.5. SATZ. Es existieren Banach-Limiten.

Beweis. Wir vewenden die algebraische Version des Satzes von Hahn-Banach, siche Satz 3.3. Dazu setzen
wir Y := ¢ und ¢(z,) = limx,, fiir (z,) € ¢,

1 n
p(xy) :=limsup — Z Tk

n—oo M

Die Funktion p : £>° — R ist positiv homogen und subadditiv. Es gilt ferner ¢)(x) = p(x) fiir € ¢. Nach dem
Satz von Hahn-Banach, existiert eine Fortsetzung ¢ von ¢ auf £*°, so dass fiir jedes x € ¢*° die Ungleichung
o(z) < p(z) gilt. Nun zeigen wir, dass das ¢ die gewiinschten Eigenschaften hat. Zunéchst bemerke

n

1
p(Lx — x) = limsup - g (k41 — o) = limsup

n—00 1 n—00 n

Tp+1 —T1 0

Daraus folgt
o(Lx —z) <p(Lxr—2)=0 und ¢(—Lz+z)<p(—Lz+z)=0,

also p(Lx) = p(z). Klar ist ¢(1) = 1. Zur Positivitdt von ¢ bemerke, dass fiir x,, < 0 gilt p((zy,)) < 0.
Daraus schlieften wir fiir x,, > 0

p((=zn)) <p((=2n)) <0 und damit p(z,) > 0.

Wir haben gesehen, dass J : £ — (£°°)’ nicht surjektiv ist. Der folgende Satz zeigt, dass iiberhaupt keine
stetige lineare Bijektion zwischen ¢! und > existieren kann.

4.6. SATZ. Sei X ein normierter Vektorraum und X’ separabel. Dann ist X auch separabel.
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Beweis. Sei {¢1,p2,...} eine dichte Menge in X'. Fiir jedes n € N wihle z,, € X mit [|z,] < 1 und
lon(2n)| > 1/2||¢nll. Definiere Y := lin{z,, : n € N}. Sei ¢ € X’ mit p = 0 auf Y. Wir zeigen nun, dass
@ = 0 iberall, dann folgt auch X =Y.

I = @nll = [(0 = ¢n)(@n)| = lon(zn)| = 1/2[lenll = 1/2[0ll = 1/2[l¢ — @nll,

also 3|jo — onll = ||, d.h. [[¢] =0, da {1, @2, ...} dicht in X ist. "

4.7. BEMERKUNG. Ist X separabel, so existiert v1,¢2,...,¢n,... € X', so dass fiir jedes z € X

|z]| = sup |p(z)| gilt.
neN

4.8. NOTATION.

(a) Sei X ein normierter Vektorraum, X’ der Dualraum und X" := (X’)" dessen Dualraum. Dann heifit
X" der Bidualraum von X.

(b) Sei x € X. Betrachte die Abbildung:

e X' =K, (2 =2/ (x).

4.9. SaTz. Die Abbildung ¢ : X — X", «(x) := 1, ist eine lineare Isometrie.
Beweis. Es ist klar, dass ¢, linear ist. Ferner ist ¢, stetig, denn |2/(z)| < ||2/||||z||, d.h. [jez| < ||z]] gilt.
Somit ist ¢, € X”. Klar ist auch, dass ¢ linear ist. Nach Korollar 3.8 folgt ||¢.| = ||| n
4.10. BEMERKUNG.

(a) Die Abbildung ¢ : X — X" heift kanonische Abbildung von X in seinen Bidualraum.

(b) Im allgemeinen ist ¢ nicht surjektiv. [Betrachte zum Beispiel X = co. Dann X’ ~ ¢!, X" ~ (> Also
kann ¢ nicht surjektiv sein, denn ¢y ist separabel und ¢*° nicht.|

(¢) X ein normierter Vektorraum = ((X) ist abgeschlossen in X"
4.11. KOROLLAR [Vervollstindigung eines normierten Vektorraums|. Sei X ein normierter Vek-
torraum. Dann ist X isometrisch isomorph zu einem dichten Unterraum eines Banachraumes.
4.12. DEFINITION. Ein Banachraum X heifst refleriv, falls tx surjektiv ist.

4.13. BEMERKUNG. Falls X reflexiv ist, dann X ~ X”. Die Umkehrung ist falsch wie gezeigt von James,
1951. D.h. X ~ X" impliziert nicht die Surjektivitat von ¢x.

4.14. BEISPIEL.

(a) co, ¢, £*° und ¢! sind nicht reflexiv.
(b) Seien X,Y Banachrdume und 7 : X — Y ein Isomorphismus. Dann X reflexiv <= Y reflexiv.
(c) Sei 1 < p < oo. Dann ist ¢ reflexiv.

(d) Sei 1l < p < oco. Dann ist LP(M, p) reflexiv (spéter).

4.15. SATZ. Sei X Banachraum.
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(a) X reflexiv = Jeder abgeschlossene Unterraum von X ist reflexiv.
(b) X reflexiv <= X’ reflexiv.

(c) Ist X reflexiv und separabel, so ist X’ auch separabel.

Beweis. (a) Sei U C X ein abgeschlossener Unterraum von X. Fiir v” € U” sei 2" (2') := u" ('), 2’ € X'
Dann z” € X", denn |u” (2| y)| < [lu”[[[|2'[|. Da X reflexiv ist, existiert ein z € X mit 2'(z) = u"(2'|y) fiir
alle 2’ € X'. Behauptung: x € U

Falls z ¢ U, so existiert, nach Korollar 3.8, ein 2’ € X’ mit 2/(x) = 1 und 2’ ‘U = 0. Das ist ein Widerspruch
zu

1 =1'(z) =u"(2|y) = 0.

Also z € U. Es bleibt v”(v') = u/(u) fiir alle v’ € U’ zu zeigen. Sei v’ € U’ und 2/ € X’ eine Fortsetzung von
u’ nach Hahn-Banach. Dann gilt v”(u') = u"(2'|v) = 2’ () = ¥/(2), d.h. v = 1y(u) und U ist reflexiv.

(b) “=": zu zeigen: txs : X' — X" surjektiv. Sei 2’ € X"'. Betrachte 2’ : X — K, 2/(z) := 2" (1x(x)). Dann
2’ € X'. Da X reflexiv ist, folgt, dass jedes 2" € X" die Form 2" = tx(z) hat. Daher "' (2") = 2" (1x (z)) =
2(z) = (tx(2))(2") = 2" (x). D.h. 2" = 1x/(2).

“<” Annahme: X' reflexiv. Dann ist nach dem obigen Beweis X” auch reflexiv. Da X isomorph zu einem
abgeschlossenen Unterraum von X" ist, folgt die Reflexivitit von X aus Teil a).

(c) X" ~ X, also ist X" auch separabel. Somit ist X’ separabel. "

4.16. KOROLLAR. cg, c, (>, ¢! sind nicht reflexiv.

Beweis. Wir wissen, dass ¢y nicht reflexiv ist. Also sind (cp)’ ~ ¢* und (cg)” ~ ¢>° auch nicht reflexiv. Wire
¢ reflexiv, so wére cg als abgeschlossener Unterraum in ¢ auch reflexiv. [
4.17. DEFINITION. Sei X normierter Vektorraum.

(a) Eine Folge (z,) C X heilt schwach konvergent gegen ein x € X, falls

lim p(z,) =¢(z) Vepe X'

n—oo
(b) Eine Menge M C X heifit schwach folgenkompakt, falls jede Folge in M eine schwach konvergente
Teilfolge besitzt, deren Limes in M liegt.

4.18. BEMERKUNG.

(a) Da X’ die Punkte von X trennt, d.h. fir  # y € X existiert ein ¢ € X’ mit p(x) # p(y), ist der
schwache Limes eindeutig bestimmt. Schreibweise:

g .
Ty — T, o—limz, = .
n—oo

(b) Normkonvergenz impliziert schwache Konvergenz. Die Umkehrung gilt nicht.

(¢) x, 5 xin X, dann ||z|| < liminf ||z,|| (schwach Unterhalbstetigkeit einer Norm,)
n—oo

(d) Sei () C X mit z,, > 2. Dann ist (,,) beschrinkt.
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BEWEIS. (a)-(b) Trivial.

(c) Es gilt
[zl = sup [@(z)] = sup lim |o(z,)| < sup liminf{j@] - ||z, < liminf [z,
peXx’ pex! n—oo pex! n—oo n—oo
llell=1 llell=1 llell=1
(d) spater. "

4.19. KOROLLAR. Sei X ein normierter Vektorraum und M C X konvex und abgeschlossen. Ferner sei
(2,) € M eine schwach konvergente Folge, z,, = z € X, d.h. fiir jedes ¢ € X’ gilt p(z,,) — @(z). Dann liegt
x in M. (Die Menge M heifit schwach folgenabgeschlossen.)

BEWEIS. Verwende den Trennungssatz, falls x ¢ M wére. [

4.20. KOROLLAR [Lemma von Mazur|. Sei (x,) eine schwach konvergente Folge in einem normierten
Vektorraum, z,, — . Dann gilt = € conv{z, : n € N}.

BEWEIS. Verwende Korollar 4.19 [ ]

4.21. SATz. Es sei X reflexiv. Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel Bx(0,1) € X schwach folgen-
kompakt.

Beweis. Sei z,, € Bx(0,1) eine Folge. Betrachte Y := lin{z,, : n € N}. Dann ist Y separabel und auch
reflexiv nach Satz 4.15. Fiir jedes ¢ € Y’ ist p(z;,) beschrankt in K. Daraus folgt, dass () eine konvergente
Teilfolge besitzt. Sei {¢y, : n € N} eine dichte Teilmenge in Y. Dann hat ¢1(2,) eine konvergente Teilfolge
@1(z)). Durch Induktion erhalten wir eine Folge (z¥), so dass (z¥) C (zF~1) und ¢ (2¥) fiir n — oo gegen
ay, konvergiert. Dann konvergiert ¢ (z]') gegen ay.

Beh.: p(2!) konvergiert fiir alle p € Y.

Da {¢1,¢2,...} dicht in Y ist, existiert fiir e > 0 ein & € N mit ||¢ — k|| < e. Wihle nun ng € N mit
o (zn) — er(zm)| <& n,m > no.
Dann gilt:
lp(zn) — plam)l = le(@n) — erlep)| + ler(en) — er(en)| + loe(en) — wlzn) <et+e+e,

Also konvergiert p(z!'). Wir bezeichnen den Limes mit «(¢). Dann gilt « € Y” =Y, denn die Linearitét ist
trivial und |o(27)[ < [lell[l27]l < llell
Es bleibt zu zeigen, dass ¢(z]) fir alle ¢ € X' konvergiert, was aus ¢(z,,) = ¢|y (x,) folgt. "

4.22. KOROLLAR. Sei X reflexiver Banachraum und (x,) C X beschréankte Folge. Dann besitzt (z,,) eine
schwach konvergente Teilfolge.



