§ 2 Lineare Operatoren

Im Folgenden seien X, Y, Z stets normierte Rdumen iiber dem selben Kérper K = C oder K = R.

2.1. DEFINITION.

(a) Eine Abbildung T': X — Y heift linear, falls

T(ax + py) = aTx + BTy Vrz,ye X, a,3 € K.

(b) Ist T linear, so heifst

kerT:={zx € X : Tx =0} der Kern von T
imT:={yeY: JxecX, y=Ta} das BidvonT

(c) Lineare Abbildungen heifen (lineare) Operatoren.

2.2.
(a)
(b)
()

)

SATZ. Sei T : X — Y ein linearer Operator. Aquivalent sind

T ist stetig;
T ist stetig in 0;

T ist beschrankt, d.h. 3 M > 0 mit | Tz| < M||z| fir alle z € X;

(d) T ist gleichméafig stetig.

Beweis. Die Implikationen (a) = (b) und (d) = (a) sind trivial.

(b) =

(c): Stetigkeit heifst insbesondere, dass ein 6 > 0 existiert mit 7’Bx (0,9) C By (0, 1), also gilt || Tz|ly <

1 fiir jedes z € Bx(0,0). Aus der Homogenitét folgt ||Tz||y < 3|z||x fiir alle z € X

(¢) = (d): Sei z € X. Nach Voraussetzung gilt | Tx — Tylly < M|z — y||x. Ist ||z — y||x < /M, folgt
| Tx — Ty|ly <e, also die gleichméfige Stetigkeit. "

2.3.

DEFINITION. Sei T': X — Y beschriankt (also stetig). Setze

|T|| :=inf{M >0 : | Tz| < M|z||Vz € X}.

. BEMERKUNG. Die folgende Aussagen sind aus den Definitionen leicht nachweisbar.

|Tz| < [|T] - [|]].
| T ||
|T|| = sup ———= = sup [[Tz| = sup ||Tz|.
s | el <1

Bezeichnung: . Z(X,Y) :={T : X — Y, linear und stetig}, £ (X) := £(X, X).
Mit den Operationen (S + 1)z := Sz + Tx und (o1)x := a - Tx ist Z(X,Y) ein Vektorraum.

.5. BEISPIEL.

Ein isometrischer Isomorphismus J : X — Y ist stetig, und es gelten ker J = {0}, im J =Y gelten.

Sei X normierter Vektorraum, £ C X abgeschlossener Unterraum. Dann ist ¢ : X — X/E stetig mit
kerg = F und imq = X/E.
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(c) Falls X endlich-dimensional und 7' : X — Y linear ist, folgt sofort ' € £ (X,Y).

2.6. SATZ. Seien X,Y normierte Vektorraume und Y vollstdndig, D C X ein dichter Unterraum und
T : D — Y ein beschrankter linearer Operator. Dann gilt: T" hat eine eindeutige stetige Fortsetzung auf X.

Beweis. Ubung. [

2.7. SATZ.
(a) ||| ist eine Norm auf .Z(X,Y’), die so genannte Operatornorm.
(b) Ist Y ein Banachraum, dann ist .Z(X,Y") auch ein Banachraum.

(¢) Sind T € L(X,Y), S € L(Y, Z), so gilt ST € £(X, Z) und ||ST|| < ||S|| - ||T|-

Beweis. (a) Die Homogenitét und die Dreiecksungleichung sind klar. Sei ||T']| = 0. Dann || Tz| < 0]|z||, also
|Tz|| =0und T = 0.

(b) Sei (T5,) € Z(X,Y) eine Cauchyfolge. Sei z € X. Es gilt dann || T,z — Tzl < ||Tn — Tnlllz]| < e]|z]]
falls n,m > N, wobei N € N unabhéngig von x ist. Dies zeigt, dass (T,,x) C Y eine Cauchyfolge ist, also
nach Voraussetzung auch konvergent gegen ein 7'(x). Es ist leicht zu zeigen, dass x +— T'(x) linear ist.

Zu € > 0 existiert ein ng € N mit

Tz — Thx|| <elz| fiir alle m > ng.

Damit folgt | T — T),|| — 0. Da ||Tz|| < [|[Tx — Tnz|| + |Tmzl] < (14 ||Txn|)||lz] fiir m grok genug, gilt
TeZLX)Y).

(c) Sei x € X. Es gilt |[STz|| < [|S|[ - [|T2| < [[S]- [T]] - [l]]- =

2.8. BEMERKUNG.

(a) Z(X) ist eine normierte Algebra, d.h. T, S € Z(X) impliziert ST € Z(X) und ||ST| < [|S]| - ||T]|
(submultiplikative Norm). Ist X vollstdndig, dann ist .2 (X) eine Banachalgebra.

(b) Sei X ein Banachraum und (a,) C K mit 7 := limsup,,_,, |a,|"/". Fiir T € Z(X) mit ||T| < 1/r
konvergiert die Reihe
o
ZanT”.
n=0

Ist f : C — C eine holomorphe Funktion, so definert man f(7") durch die Potenzreihe von f.

Bemerkung:

(a) Im obigen Beweis vom Satz 2.7 haben wir auch das Folgende gesehen. Ist |1, — T'|| — 0, so gilt auch
T, — T stark, d.h., T,z — Tz fiir jedes z € X.

(b) Die Umkehrung ist nicht wahr! Sei X = Cp(R4), und L : X — X der Links-Shift: (Lf)(¢t) = f(t+ 1).
Dann ist ||[L"|| =1 fiir jedes n € N, und L™ — 0 stark.

(c) Sei Y vollstandig, D C X dicht, T, € Z(X,Y) mit ||T,|| < M. Nehme an, dass fiir jedes z € D
To,x — Tz und ||T,| < M gilt, so folgt T € Z(X,Y) und T,o — Tz fiir jedes z € X. Dies ist im
Wesentlichen ein Korollar von Satz 2.6, denn ||T,z| < M||x| und somit ||Tz| < M||z||.
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Konvergenz linearer Operatoren

2.9. DEFINITION. Seien 7,7, € Z(X,Y) fir n € N.
(a) T, konvergiert gegen T stark, falls T,,x — Tz fiir jedes x € X und fiir n — oo.

(b) T, konvergiert gegen T gleichmapig, falls || T,, — T|| — 0 fiir n — co.

Kriterien fiir starke Konvergenz sind sehr wichtig! Ein Beispiel:

2.10. SaTrz [Korovkin]. Seien L, : C[0,1] — C|0,1] stetige, lineare Operatoren, die auch positiv sind,
d.h. fiir f > 0 gilt L,f > 0. Nehmen wir an, dass L,1 — 1, L,id — id und L,id®> — id? gleichméfig auf
[0,1]. Dann gilt L, f — f fir jedes f € C[0,1].

Beweis. Bemerke zunéchst, dass f,g € C[0,1] und f < g die Ungleichung L, f < L,g, |L,f| < Ly|f|
impliziert. Daraus folgt || Ly fllco < [|flool|Lnl]l < M||f||oo-

Sei f € C[0,1], dann ist f auf [0, 1] gleichmé&Rig stetig. Sei € > 0 beliebig und 6 > 0 so, dass |z — y| < ¢ die
Ungleichung |f(z) — f(y)| impliziert. Fiir beliebiges z,y € [0,1] gilt |f(z) — f(y)| < 2/ f]/co- Daher kénnen

wir

x —y|? . id — y1|?
£(@) — )] <24 271 20, oder was gleieh ist, [~ £(u)] < 1 + 2] Flol
schreiben. Daraus kénnen wir das Folgende schliessen:
Hf lo

2| flloo
52

Lolf — f(y)1] < eL,1+ Ln(id —y1)* = eL,1 + (Lpid? — 2yLpid + y°L,1).

Dies gilt fiir alle y € [0, 1]. Jetzt konnen wir die Funktionen in der obigen Ungleichung an einer festen Stelle
y € [0, 1] auswerten

(Ll ~ FONW) < (Lat) ) + 2012 (1,30%) ) — 20(Loi) ) + 7 (L 1) 1)

ey 2l

(id*(y) — 2yid(y) + y*1(y)) = Me,

=0

wobei die gleichméfige Konvergenz aus den Vorausstezungen folgt.
Nun schreiben wir

[(Lnf) (W) = FW)] < [(Lnf)(y) — L f ()] + [f(y)(La1)(y) — f(y)1(y)] < Me + |f(y)(La1)(y) — f(y)1 ()]

Hierbei konvergiert der zweite Term wieder nach Voraussetzung gegen 0, also (L, f)(y) — f(y)| < (M + 1)e
fiir grofes n € N und fiir alle y € [0, 1].

2.11. BEISPIEL [Operatoren auf Rdumen stetiger Funktionen].
(a) Essei X =C([0,1]), T : f — f(0), T : X — K. Dann ist T stetig mit ||T']] = 1.
(b) X =CY[0,1]), T: X — K, Tf := f(0) + f'(1). Dann gilt ||T|| = 1.
(c) X = C*(]0,1]), versehen mit dquivalenter Norm
LI = ]l Flloes 1o},
T:X —K,Tf:= f(0)+ f'(1). Dann gilt: | T]| = 2.
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d) X=0(0,1]),T: X K

Dann ||T']| = 1.

(e) Allgemeiner: X = C([0,1]), T : X — K, g € C([0,1])

1
DwMﬂ—/MW@
0

Beweis. (a) Es gilt:

Tfl=1fO)] < sup [f(@)] =[]l

z€[0,1]

Betrachte f = 1: f(z) =1, z € [0,1], gilt ||1|| =1=T1 = ||T|| = 1.

(b) Es gilt:
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1T <1

Tf1 = 1£0) + FOI < L+ £ D < [ flloo + 1Moo = [1fllcrs

d.h ||T|| < 1. Andererseits gilt ||1||cr = 1 und T'1 = 1, also folgt ||T|| = 1.

(c) Es gilt

T =1£0) + £ O < IF O+ DI [ flloo + 11 Moo < 201115

d.h. ||T|| < 2. Andererseits betrachte f(z) := (z — 1/2)? + 3/4, dann [||f||| = 1 und |T'f] = 2

(d) s. (e)
(e) Es gilt

1 1
uw:/ﬂmmwswm/mww
0 0

Andererseits gilt fiir

f(x) = sign g(x)

{ 1 g(z)>0
-1 g(x) <0

ITf| = fol lg(t)| dt. Im Allgemeinen gilt aber f ¢ C([0,1]), also approximiere f mit (f,) C C([0,1]),
| falloo = 1 und fol |fn. — f| — 0 fiir n — oo. (Achtung: f, s f ist nicht moglich!)

2.12. BEISPIEL [Operatoren auf Folgenrdumen].

(a) T:c— K, Tz := lim,,_,o Tp,. Dann [|T|| = 1.
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(b) Sei cop := {x € KN : 2, # 0 fiir hochstens endlich viele n}. Sei (a;;) € KN eine unendliche Matrix.
Setze

)
(Tl’)i = Zaijxj, 1 €N, x € cqp.
7=1

Fiir Anwendungen interessant: Matrizen, welche ¢*, £2, /> invariant lassen.

(i) T € L") +—= SUp;>q Yoy laij| < 400
(i) T € L) <= sup;>1 >0 |ag| < +o0

// ,
(i) 3222, (S5 lagle) " < oo = T e 2(e,0") (1/p+1/q =1)

2.13. BEISPIEL [Integraloperatoren|. Seil = [a,b] und k: I x I — K stetig. Fiir f € C(I) definiere

b

@ﬁmwzjkwwvwwm vel.

Dann gilt T' € Z(C(1)) und ||T|| = sup,er ff |k(z,y)| dy.
Folgerung: die Fredholmsche Integralgleichung

b

f@»—/k@wv@nngux rel

a
ist l6sbar in C'(I), falls g € im(Id—T'), und es existiert hochstens eine Losung in C(1), falls ker(Id—T') = {0}.
BEWEIS. Wegen der Stetigkeit existiert das Integral, es ist sogar Tf € C(I), denn

b

(T (@) = (THy) < / |k(x, 2) = k(y, 2)| - |f(2)] dz < (| flloo (b — @) S;él;lk(w) — k(y, 2)|

a

Auferdem gilt
b b b
(T f)(2)] </!k($,y)! |f(y)ldz < Hflloo/lk(w,y)l dy = [T < Sup/k(l‘,y)!dy-
J . zel J

Die Gleichheit ||T'|| = sup,¢; f; |k(z,y)| dy folgt wie in Bspl. 2.11(e). "

2.14. BEISPIEL [Differenzialoperatoren].

(a) Sei X = C'([0,1]) und

Dann

() T+ (C(0,1]), ] - loe) — (C(I0, 1), - o) ist nicht stetig;
(i) 7+ (C1([0,1]), [ - lox) — (C([0,1]), ]| - floo) st stetig.

(b) Im Allgemeinen: Ist () # Q C R? offen und beschrénkt. Fiir jede Mutiindex a € N” setze Do f :=
01...0%n

mf. Ferner sei |a| = a3 + - -+ + ag, die Linge von a.

Tf:= Z aq - Dof, feCc*Q), mit ay € C(Q).
|| <k



Dann ist T ein stetiger Operator von C*(Q2) nach C(£2). Wobei der Raum
CF(Q) :={f:Q = K: D,f exisitiert auf Q und D, f € C(Q) fiir jedes |a| < k}

versehen mit || f||cx :== Z [ Do flloo
|| <k

ein Banachraum ist.

Spezielles Beispiel: Laplace Operator: A=2044 %.

2
Oxy

Beweis.
(a) (i) Fur fuo(t) :=t" gilt || fnlleo = 1, aber ||T fn|lco = n.
(ii) Es gilt: [T f]loo < [|fllcn-

(b)
1T flloo = |l Z aaDaflloo < Z laaloc [ Daflloo < Z HaaHOOHfHCk(ﬁ) <M: ||f”ck(§)‘

o<k o <k o<k

2.15. DEFINITION. Sei X ein Vektorraum.
(a) Ein (linearer) Operator T : X — K heift (lineares) Funktional.

(b) Ist X normiert, so heifst der Raum .2 (X, K) aller stetigen Funktionale auf X der Dualraum von X und
wird mit X’ bezeichnet. Der Raum X’ versehen mit

2’|} := sup |2’ ()]
Jall<1

ist ein Banachraum.

2.16. SATZ. Sei ¢ : X — K lineares Funktional, ¢ # 0. Dann gelten die folgende Aussagen:

a) ker ¢ 1-kodimensional c) Ist ¢ unstetig, so ist ker ¢ dicht in X.

b) Ist ¢ stetig, so ist ker ¢ abgeschlossen. d) ¢ € X’ genau dann, wenn ker ¢ abgeschlossen ist.

Beweis. (a): Sei x € X. Es gibt y € X mit ¢(y) = 1, da ¢ nicht 0 ist. Daher gilt z = (x — ¢(2)y) +¢(x)y.
—_———

€ker ¢
Dies zeigt X = ker ¢ + lin{y}.

b): ker ¢ = =1 ({0}) und {0} ist in K abgeschlossen.
(

(c): Da ¢ unstetig ist, gibt es z,, € X mit z,, — 0 und p(z,) = 1. Sei z € X beliebig. Setze y, = © — p(z)xy.
Dann konvergiert y, gegen = und gilt y, € ker .

(d): Folgt aus (b) und (c). "

2.17. BEMERKUNG. Die Existenz von nichttrivialen Funktionalen (d.h. nicht 0) ist nicht triviall
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