§ 1 Normierte Vektorrdume

Im Folgenden sei stets K = R oder K = C.

1.1. DEFINITION. Sei X ein Vektorraum iiber K.

(a) Eine Abbildung p: X — R heift Halbnorm auf X falls

(N1) p(z+y) < p(x)+p(y) fiir v,y € X (Dreiecksungleichung)
(N2) p(ax) = |a|p(z) firz € X, a € K (Homogenitdt)
gelten.

(b) Eine Halbnorm || - || — R heift Norm auf X, falls zusétzlich

(N3) [z =0=2=0 (Definitheit)
gilt.
1.2. BEISPIEL. K? ist ein Vektorraum iiber K, z = (x1,...,q)

d

ol = (3 i)

=1

(N3) und (N2) sind klar. Zum Beweis von (N1) im Falle K = R betrachte die Funktion

d
p(A) = (zi — Ay)? fo—Z)\Zazzyz—l—)\QZyz—c+b>\—|—a>\2
=1

Dann ist p > 0 ein Polynom zweiten Grades. Daher kann es die z-Achse in héchstens einem Punkt bertiihren,
d.h. die Diskriminante (b?> — 4ac) ist negativ oder 0:

d d

(2;;%%)2 —423@22%2 < (2zd:xiyi)2 <0
— Ejjwy < (Z )I/Q(Zyz) ~ llzlallgl

=1

Die letzte Ungleichung heifst Cauchy—Bunyakovsky—Schwartzsche Ungleichung. Ferner gilt
d d d
D w4yl <)l willwil + Y+ villvil
i=1 i=1 i=1
d d d d
1/2 1/2
:<Z RS \xz‘!2> + (Z RS |in2>
i=1 i=1 i=1 i=1

d

(>t wl?) " (el + ).

=1
also folgt die Dreiecksungleichung.
1.3. BEMERKUNG.
(a) Sei p Halbnorm auf X. Dann gelten

(i) p(z) > 0 fiur alle z € X und p(0) = 0.
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(ii) |p(z) —p(y)| < p(z —y) fir alle z,y € X.

(b) Sei || - || Norm auf X. Dann definiert d(z,y) := ||z —y|| (z,y € X) eine Metrik auf X.

Erinnerung: Eine Abbildung d : X x X — R heifit Metrik falls

0 ¢) d(z,z) <d(z,y) +d(y, z)

DEFINITION UND SATZ. Sei X normierter Vektorraum.
Die Menge B(x,7) := {y : ||y — || < r} heit offene Kugel.
Eine Menge G C X heift offen, falls zu jedem x € G eine offene Kugel B(x,r) C G existiert.

Eine Menge F' C X heilt abgeschlossen, falls ihr Komplement X \ F' offen ist. Eine Menge F C X ist
genau dann abgeschlossen, wenn alle konvergenten Folgen ihren Grenzwert in F' haben.

Der Abschluss einer Menge A C X ist der Schnitt aller abgeschlossenen Mengen die A enthalten. Dies
wird mit A bezeichnet.

Definition:

(a)

1.6.
(a)
(b)
()

Sei X ein Vektorraum tiber K und || - || eine Norm auf X. Dann heift das Paar (X, || - ||) normierter
(Vektor)Raum.

Sei (X, || - |l) ein normierter Raum (oder (X,d) ein metrischer Raum). Eine Folge (x,) C X heifst
Cauchyfolge, falls fir alle e > 0 es ein N € N existiert, so dass ||z, — 2| < & (oder d(zp, x,) < €) fiir
alle n,m > N gilt.

Eine Folge (x,) C X heifst konvergent gegen z, falls ||x — x| — 0 (oder d(x,z,) — 0).

Ein metrischer Raum, in dem jede Cauchyfolge konvergiert, heifst wvollstindig. Ein vollstdndiger nor-
mierter Raum heilst Banachraum.

. BEMERKUNG.

Sei (X, -]|) ein Banachraum und £ C X ein Unterraum. Der Raum E ist vollstdndig genau dann,

wenn F abgeschlossen ist.
Eine Cauchyfolge ist immer beschrankt.

Eine Cauchyfolge, die eine konvergente Teilfolge besitzt, ist konvergent.

BEMERKUNG |[Eigenschaften normierter Rdume]. Sei X ein normierter Raum. Dann gilt:
(n), (yn) C X mit zp = T, yn >y = Tn+yn — T +Y
(n) C X, (o) C Kmit z, — z, oy > @ = apz, — ax

() C X mit z, —» x = ||z,,|| — ||z]|
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1.7.
(a)

BEISPIEL.

R versehen mit

d d

1/2
Izl i=3 "l ol = (3o [?) " oder o i= max

i=1 i=1

ist ein Banachraum.

Raume beschrankter Folgen
£°°: Raum aller beschrankten Folgen:

> = {:c e KN : sup|z,| < +oo}.
neN

¢: Raum aller konvergenten Folgen:

c:= {x e KN z, ist konvergent},
co: Raum aller Nullfolgen:

cozz{xeKN: a:n—>0}

Dann gilt ¢o C ¢ C ¢°°. Versehen mit [|z|[oo := sup,ey |[zn| sind alle Banachrédume.

Raume stetiger Funktionen
Sei ) # K eine kompakte Menge in R?. Betrachte

C(K):={f: K — Kstetig} versehen mit | f| o := sup |f(z)].
rzeK
Dann ist (C(K),| - |ls) ein Banachraum. Analog definiert man C(K,K?), der Raum von K% wertigen,
stetigen Funktionen. Die Konvergenz beziiglich der Supremumsnorm heifst gleichmdfige Konvergenz.

R&aume beschrinkter/stetiger Funktionen
Sei () # © C R? eine beliebige Borelmenge. Betrachte die folgende Vektorriume

F(Q) :=={f: Q — K beschréankt},
My(Q2) :={f : Q — K beschrankt und Borel messbar},
Cy(92) :={f : Q — K beschrankt und stetig},

BUC(Q) :={f : 2 — K beschrankt und gleichméfig stetig},
C.(2) :={f: Q — K stetig und supp f C € ist kompakt}.

Es gilt C.(2) C BUC(R2) C Cp(2) C Mp(Q2) C Fp(€2). Versehen mit der Supremumsnorm

)

[flloc :=sup|f(x)
€N

sind BUC(R2), Cp(Q), Mp(2) und Fp(2) Banachraume. C.(2) ist vollstandig bzgl. || - ||sc genau dann
wenn 2 kompakt ist. Die Vervollstandigung (Abschluss) von C.(€2) wird mit Cy(€2) bezeichnet und ist
natiirlich in BUC(2) enthalten.

Holomorphe Funktionen
Sei () £ Q C C offen und betrachte den Raum

H>(Q) :={f : Q@ — C beschriankt und holomorph}.

Versehen mit der Supremumsnorm ist H*°(Q2) ein Banachraum, denn er ist ein abgeschlossener Unter-
raum von Cp(€2).



§ 1. NORMIERTE VEKTORRAUME 4

(f)

Summierbare Folgen
Sei 1 < p < oo. Betrachte den Raum

P = {(an) . (an) € KN, i lan|P < +oo},

n=1

und die Norm l(an)lp = <§: \an]p) 1/p.
n=1

Dann ist (¢7, || - ||,) ein Banachraum.
Spéter: LP Raume
Spéater: Radume von Maken

Funktionen beschrinkter Variation
Eine Funktion f : [0,1] — R hat beschrinkte Variation, falls es ein M gibt, so dass fiir jedes System
O=zp<a; < < <1 gilt

ST () — flajon) < M.
j=1

Die kleinste Konstante M heifst die totale Variation der Funktion, man bezeichnet sie mit VO1 f. Es gilt
n
%1fzsup{Z!f(:rj)—f(wj—1)\ 0=zg <z < Sap <1 ”GN}-
j=1

Die totale Variation von f auf [0, z] wird durch Vj* bezeichnet, und die Funktion z — V{J f ist monoton
steigend. Die Funktionen beschriinkter Variation bilden einen Vektorraum BV[0,1], und f — V. f
ist eine Halbnorm darauf. Mit einer kleiner Modifikation bekommt man sogar eine Norm: || f||gy :=
|£(0)] + Vi f, versehen mit der BV[0,1] ist ein Banachraum.

Beweis. (a) UA.

(b)

(d)

Der Fall £ ist ein UA.

Die Vektorrdume c und ¢y sind abgeschlossen in £°°. Wir zeigen nur den Fall cg. Sei (an)k € ¢, so dass
(an)® — (by) € € fiir k — oo. Zu & > 0 existiert ein ng € N mit

[bal < b — ag| + lag] < [[(bn) = (an)* [0 + laf]
<e+lak|, k>ng, neN.

Fiir festes k > ng und hinreichend grofes n € N gilt |a¥| < e. Also |b,| < 2¢ fiir n > ng. Wir haben
also (by) € co gezeigt.

Klar: || - || ist eine Norm.

Beh.: (C(K), || - ||s) ist vollstandig.

Sei (fn) € C(K) eine Cauchyfolge. Da | fn(z) — frm(2)| < || fn— fmlloo, ist (fn(z)) € K eine Cauchyfolge,
und daher ist die Folge (f,,(z)) konvergent. Bezeichne den Limes mit g(x).

Beh.: g € C(K) und || fr, — glloc — 0.

Sei € > 0. Dann existiert N € N so, dass fiir alle n,m € N und fir alle x € K |f,(z) — fm(z)] < €.

Lasse nun n — oo, und so |g(z) — fiu(x)| < e fir alle z € K und n > N. Dies zeigt f, I g, und daher

muss auch g stetig auf K sein, denn der gleichméfige Limes stetiger Funktionen ist stetig.

ohne Beweis (siehe (c)).
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(e) siehe Funktionentheorie.

(f) Beweis im Falle p =1 (der Fall p # 1 kommt spéter):
Beh.: || - ||1 ist eine Norm.
Es gilt:

[(an) + (bn)ll1 < Z |an + b < Z |an| + Z 2
n=1 n=1 n=1

= [I(an)llr + 11 (on)l]1-

Die anderen Eigenschaften einer Norm sind auch klar.

Beh.: (/1] - ||1) ist vollstéindig.

Sei (a,)* C ¢! eine Cauchyfolge. Es gilt |ak —a| < ||(an)* — (an)™||1, d.h. (a¥) € K ist eine Cauchyfolge
in K fiir jedes n € N. Daher ist sie auch konvergent: a¥ — b, fiir k — 0o. Sei ¢ > 0 und N € N so, dass

lan) — (@)™l = S lak —a’| < fiir alle kym > N.

n=1

Da (a,)* C ¢! eine Cauchy-Folge ist, existiert ein K € R mit ||(a,)*||; < K, n € N. Sei I € N beliebig
und wahle m grof genug, so dass

l l l l
Do lbal < lon — a4+ Y lan < D on — ag| + [l (an)™ |1
n=1 n=1 n=1 n=1

l
<Y bp—al|+ K <e+ K.

n=1
Also (b,) € 1.
Zu e > 0 wihle k € N mit |(an)* — (a,)™|1 < /2, m > k. Dann gilt fiir | € N grof genug (abhingig

von k)
oo [e.9] o0
dolal <Y lah —a|+ > ek <&, m >k
n=l| n=l n=lI

Sei nun ! € N noch groker, damit auch > >°, [b,| < e. Dann gilt

00 -1 00
D lbn—ay | = lbn—ay|+ Y |bn — a|
n=1 n=1 n=I
-1 ) 00
< lbn— a4 oal + > lary]
n=1 n=lI n=l

-1
< b — a?| + 2.
n=1

Da ai*,a5,...,a)"y — bi,ba... b—1 folgt ||(bn) — (an)™ |1 — O fiir m — oo.

1.8. DEFINITION. Zwei Normen || - || und ||| - ||| auf einem Vektorraum X heifen dquivalent, falls ¢,C > 0
existieren mit
clz|| < [l|lz]]] < Cllz|| fir alle z € X.

1.9. BEMERKUNG.
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(a) Seien || - | und ||| - ||| zwei Normen auf X. Dann sind dquivalent
(1) || - || und ||| - |l| sind &quivalente Normen
(ii) Eine Folge (z,,) C X konvergiert gegen x beziiglich | - || <= (z,,) konvergiert gegen z beziiglich

11l
(ili) Eine Folge (z,,) C X ist Nullfolge beziiglich || - || <= () ist Nullfolge beziiglich ||| - |||

(b) Geometrische Bedeutung vom Definition [1.8:
{reX:|zl<gtc{reX: Pll<}c{reX: |z <)

Topologische Bedeutung: die zwei Normen bestimmen dieselbe Topo-
logie, d.h., die offenen Mengen sind die selben fiir beide Normen.

(¢) Auf X :=C([0,1]) sind || - [|; und | - [|oo nicht dquivalent.

(d) Ist (]| - ||) vollsténdig und || - || mit ||| - ||| &quivalent, so ist (X, ||| - [||) auch vollstandig.

(e) Sei o> 0 und
e ® feC(o,1]).

[ fllo := sup |f(t)

te(0,1]
Auf C(]0,1]) sind || - ||oo und || - ||o &quivalent.
Beweis. (a) (i) = (ii) = (iii) sind klar.
(iii) = (i): Annahme: es existiert kein C' > 0 mit |||z|]| < C||z|| fiir alle z € X, d.h. fir alle n € N

existiert x,, € X mit |||z, ||| > nl|z,|. Sei yn = m Dann konvergiert y,, — 0, aber |||y,|/| > 1: ein

Widerspruch. Die Existenz von ¢ beweist man analog.
(b) Klar.
(c) Sei fn(x) =2". Dann gilt

1
n+l 1 1
/:U”daczw = ,
n+1llo n+1
0

dh hmn_>oo an”l - 07 a'ber ”fTLHOO =1L
(d) Klar.

1.10. SATz. Auf einem endlichdimensionalen Raum sind je zwei Normen &dquivalent.

Beweis. Betrachte eine Norm | - || auf K%, und sei ey, ...,eq die Standardbasis in K%. Wir zeigen, dass || - ||
und || - ||2 dquivalent sind. Fiir x € R? gilt © = z1e1 + - - - + 24e4, und damit
[zl = llzrer + - - + zaeall < llzrer] + - - + lzaeall = |21| - lex] + - - + [xal - [ledl
C.S.-Ungl.

< (len® -+ lleall )2 (jar? + -+ |zal*) /2 = M|,

mit M := ([ler]|> + - + |lea||?)/2. D.h. ||z|| < M||z||2. Dies zeigt insbesondere, dass x — ||z|| eine stetige
Funktion auf (dem euklidischen) K ist. Die Einheitspire S C K¢ ist kompakt (siehe Analysis I-IL.), und || - ||
ist eine stetige positive Funktion darauf. D.h. || - || hat ein positives Minimum m auf S. Sei x € K% beliebig,
dann W € S und damit m < HWH, d.h. m||z||2 < ||z n
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1.11. SATZ. Sei (X,] -||) normierter Vektorraum. Dann ist X vollstdndig <= jede absolut konvergente
Reihe konvergiert, d.h. fiir alle (z,) € X mit > 0%, ||l,|| < +o00 existiert ein # € X mit limp oo ||y @ —
xH =0.

Beweis. “=": Da (22:1 :cn)m eine Cauchyfolge ist, folgt die Behauptung.

“<" Sei (z,) € X eine Cauchyfolge. Zu ¢j, := 27 withle Ny € N mit ||z, — 2, || < 27 falls n,m > Ny.
Dann existiert es eine Teilfolge (zp,) mit [|zn,,, — @, || < 27F fiir alle k € N. Sei yj, := @, ,, — Zn,. Dann
Y peq llykll < +o00. Nach Voraussetzung existiert es y € X mit

m
H?J - Z?/k” =y = (Tnpiy — 2ny)|| — 0 als m — oo.
k=1
Eine Teilfolge von (x,) konvergiert und (z,) ist Cauchyfolge, also konvergiert auch (z). "
Elementare Konstruktionen — Summen und Quotienten
1.12. DEFINITION UND SATZ.
(a) X und Y heifen isomorph, falls eine lineare Bijektion J : X — Y existiert.

(b) Seien (X, |- 1), (Y, ]| - ll) isometrisch isomorphe normierte Vektorrdume, d.h. es existiert ein linearer
(algebraischer) Isomorphismus J zwischen X und Y, welcher auch eine Isometrie ist: |||Jz|]| = ||z].
Dann ist X vollstiandig genau dann, wenn Y vollstandig ist.

(c) Seien X,Y normierte Vektorrdume und 1 < p < co. Dann definiert

1/p
(el + 1) ™ 1< p <00
max{lle]l, lyl} P = oo

1z 9)llp =

eine Norm auf X x Y. Das Paar (X x Y, ||(-,-)||p) wird mit X &Y bezeichnet.
P

i) Die Normen ||(-, )|/, sind alle &quivalent auf X x Y.

ii) Sind X, Y vollsténdig, folgt die Vollstédndigkeit von X @ Y auch.
P
(d) Sei X normierter Vektorraum und A C X. Der Abstand von einem x € X zu A ist definiert durch
dist(z, A) = inf{||lz —y|| : y € A}
dist(z, A) = 0 <= x € A (siche Definition 1.4/(d)).
(e) Sei X normierter Vektorraum, £ C X abgeschlossener Unterraum. Betrachte den Quotientenraum
X/E. Sei & :=x+ E € X/E. Dann definiert ||Z| := dist(x, E') eine Norm auf X/E.
Beweis. (a), (b) UA.
(d) Wohldefiniert: Sei &1 = &2, also 1 = 2 + y mit y € E. Dann gilt dist(z1, £) = dist(x2, E).

Definitheit: ||2|| = 0 <= dist(z, E) =0 <= € E=F = % = 0.
Homogenitat: klar. Dreiecksungleichung:

T o o
&+l = inf o +y+2) = il flz+y+atal < inf ot al+ly+ el
= inf inf = |12[l + [191l-
inf flo+ 21 + it lly+ 2] = 3]+ 7]

1.13. BEISPIEL.
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(a) (RY |- lp) o R™ |- lp) = RF™, ]| - )
(b) C([0,1]) & C([0,1]) = C([0, 1], K?)

(c) Esscia<a<f<bund E:={f € C([a,b]) : f(s) =0 fir alle s € [a, §]}. E ist ein abgeschlossener
Unterraum von C([a, b]). Der Quotient C([a, b])/E ist isometrisch isomorph zu C([c, 3]).

1.14. SATZ. Sei X Banachraum und E abgeschlossener Unterraum. Dann ist X/E ein Banachraum.

Beweis. Sei z, € X mit Y 2, [|#,] < +00. Ohne Einschréinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen
lzn|l < ||Zn||+27" fiir allen € N. Also gilt 7, ||| < 400 und nach Voraussetzung existiert x = > 2 | @,.
Daher

m /m,\ m
H:%—Z.fcn :Hm—an SHx—an — 0 fir m — oo.
n=1 n=1 n=1
Die Behauptung folgt aus Satz [1.11L L]

1.15. DEFINITION. Ein metrischer Raum X heiflt separabel, wenn er eine abzéhlbare dichte Teilmenge A
besitzt. Hierbei heifst A dicht in X, falls fiir alle ¢ > 0 und alle z € X ein a € A existiert mit d(a,z) < e.

1.16. SATZ. Ist X ein separabler metrischer Raum, so ist jede Teilmenge A C X auch separabel.

Beweis. Ohne. (]

1.17. BEISPIEL.
(a) X = C(]0,1]) versehen mit || - || ist separabel.

(b) Sei 1 < p < oo, dann ist P ist separabel, £>° ist nicht separabel.

Beweis. (a) Approximationssatz von Weierstraf: die Polynome sind dicht in C(]0,1]). Wéhle Polynome
mit rationalen Koeffizienten, um eine abzédhlbare Menge zu erhalten.

(b) UA.

1.18. DEFINITION. Sei X ein normierter Vektorraum, welcher auch eine Algebra iiber K ist, d.h. es ist
eine assoziative Multiplikation zwischen den Elementen a,b € X definiert, so dass

a) a,be€ X, A€ K = (Aa)b = A(ab) = a(\b)
b) a,b,c€ X = (a+b)c =ac+be, c(a+b) =ca+cb

Ist [|ab|| < ||a||||b|| fir alle a,b € X, dann heifst X normierte Algebra. Ist ferner X vollstandig, nennt man X
Banachalgebra.

1.19. BEISPIEL. Sei () # K C R? kompakt. Dann ist X = C(K) mit iiblicher Multiplikation eine (kom-
mutative) Banachalgebra.

1.20. SATZ [Stone—WeierstraBl]. Sei () # K C R? kompakt. Betrachte die Banachalgebra C(K) sowie
eine Teilalgebra &/ C C(K), so dass

(a) 1 € o7; 1 ist die Konstante 1-Funktion.
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(b) Fiir alle z,y € K x # y existiert f € & mit f(z) # f(y);
(¢) feod = fe€ o (im Falle K = C).
Dann ist &/ dicht in C(K).

Zunichst beweisen wir die folgende, verbandtheoretische Version des Satzes:

1.21. SATZ [Stone—Weierstraft, verbandtheoretische Version]. Sei () # K C R? kompakt. Betrachte
die Banachalgebra C'(K) iiber R sowie einen Unterraum . C C(K), so dass

(a) 1€ %Z;

(b) Fiir alle z,y € K x # y existiert f € £ mit f(z) # f(y);

(c) Ist f,g € £, dann gilt min(f,g) € Z. (d.h. Z ist ein Verband)
Dann ist . dicht in C'(K).

Beweis. Schritt 1.: Bemerke, dass fiir f,g € £ gilt max(f,g) € £, denn max(f, g) = —min(—f, —g). Dies
werden wir im Folgenden stillschweigend benutzen.

Schritt 2.: Fiir gegebene x,y € K und a,b € R konstruieren wir f,, € £ mit f, () = a und f,,(y) =b
(hier sei a = b falls z = y). Ist © = y so ist die Konstruktion trivial. Sei x # y und sei f € £ eine Funktion die
2 und y trennt. Durch Addition eines skalaren Vielfachen von 1 kénnen wir annehmen, dass f(z) < 0 < f(y)
gilt. Wir setzen f, , 1= am?g)’o) + bm?x((ng,o). Dann ist f,, € .2 und besitzt auch die gewiinschte Eigenschaft.
Schritt 3.: Gegeben sei x € K, ¢ > 0 und h € C(K). Wir konstruieren eine Funktion f, € £, so dass
fz(x) = h(z) und f.(y) > h(y) — ¢ fiir alle y € K. Betrachte fiir jedes y € K die Funktion f, , aus Schritt 2

mit @ = h(z) und b = h(y). Definiere die offene Mengen

Upy :=1{2: fay(z) > h(z) — e}

Dann gilt y € Uy, und damit K C Uye i Us,y ist eine offene Uberdeckung. Wegen Kompaktheit existieren
Y, Yn € K, so dass K = Upy, U---UUygy,. Setze f, := max(fy,,..., fy,). Diese Funktion hat die
gewiinschte Eigenschaft, denn fiir y € K gilt y € U, , fiir ein 1 <k < n, und damit gilt

fﬂc(y) > fﬂc,yk(y) > h(y) —E.

Schritt 4.: Sei h € C(K) beliebig und £ > 0 gegeben. Zu jedem x € K betrachte die Funktionen f, aus
Schritt 3. Wir definieren die offene Mengen

Up :={z: fo(2) < h(z) + ¢}

Es gilt € U, und damit ist K C (J,cx U, eine offene Uberdeckung, die wegen Kompaktheit eine endliche
Teiliitberdeckung besitzt: K C Uy, U---U U, . Fiir die Funktion f := min(fz,,..., fz,,) gilt f € £ und

h(y) —e < f(y) < fa,(y) < h(y) + e,

fall y € Uy,. D.h. ||h — flloc < € und damit folgt die Behauptung. u

Nun zur algebraischen Version des Satzes:

Beweis vom Satz [1.20 Es reicht nur den Fall K = R zu beweisen, denn fiir allgemeines f € C(K) gilt f =
Re f +ilm f, und damit reicht es Re f und Im f separat zu approximieren (f, f € . = Re f,Im f € .£).
Wir zeigen, dass .2 := &/ die Bedingungen des Satzes .21 erfiillt.
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Behauptung: Fiir f € £ gilt |f| € £.
OBdA kénnen wir || f|joo < 1 annehmen. Es gilt f2 = f- f € Z. Erinnerung: es gilt (1+2)Y/2 =322 cpa®,
wobei die Konvergenz absolut und gleichméssig auf [—1, 1] ist . Bemerke || f? — 1||oc < 1. Daher gilt

N

fl= (P = A+ (2= 1)2 = dim Y (2 - 1)k,

mit gleichméfiger Konvergenz auf K. Da die endlichen Summen hinter dem Limes zu o7 C .Z gehéren, liegt
ihr Grenzwert in ¥ = &7. Fiir f,g € </ gilt also min(f, g) € .Z. Denn min(f,g) = —%(]f —gl—f—g9). Ist
nur f,g € %, so gibt es f,gn € & mit f, — f und g, — ¢g. Damit gilt auch .£ > min(f,, g,) — min(f, g),
also min(f,g) € .Z.

Wir sehen also, dass die Bedingungen unter [1.21! erfiillt sind, und daher ist .# dicht in C(K). Aber .¥ = &/
ist gleichzeitig auch abgeschlossen, also & ist dicht in C'(K). [



