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11. Übung zu Kategoriensatz und Spektrum – Lösungsvorschlag

52. Sei dimX = ∞ und en ∈ X für n ∈ N. Setze Xn = lin{e1, . . . , en}. Dann ist
dimXn < ∞, also ist Xn abgeschlossen. Dies zeigt, dass X =

⋃∞
n=1 Xn nicht gelten kann,

da Xn nirgends dicht ist (denn es hat leeres Inneres). Also gibt es in X keine abzählbare
Basis.

53.

a) Sei i : X → X ′′ die kanonische Einbettung. Dann ist ‖i(x)‖ = ‖x‖ für alle x ∈ X. Es
reicht also zu zeigen, dass {i(x) : x ∈ M} ⊆ X ′′ beschränkt ist. Dazu verwendet man
das Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit auf X ′.

b) Folgt aus a), denn für eine schwach konvergente Folge (xn) ⊆ X und ϕ ∈ X ′ hat man,
dass ϕ(xn) beschränkt ist.

c) Verwende das Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit.
d) Sei i : Y → Y ′′ die kanonische Einbettung. Dann i(Tx)(y ′) = y′(Tx). Es gilt dann

‖Tx‖ = ‖i(Tx)‖. Ferner sup‖x‖≤1 ‖i(Tx)(y′)‖ = sup‖x‖≤1 ‖(Sy′)(x)‖ ≤ ‖Sy′‖. Nach

dem Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit folgt sup‖x‖≤1 ‖i(Tx)‖ < +∞, also

sup‖x‖≤1 ‖Tx‖ < +∞. Schließlich gilt |(Sy′)(x)| = |y′(Tx)| ≤ ‖y′‖ · ‖T‖ · ‖x‖, also

‖Sy′‖ ≤ ‖T‖ · ‖y′‖, d.h. S ist auch stetig.

54.

a) Klar ist Mg ∈ L(X). Die Abbildung Φ ist linear, denn z.B. Φ(f + g)h = Mf+gh =
(f + g)h = fh + gh = Mfh + Mgh. Ferner ist Φ eine Isometrie, denn ‖Φg‖ =
sup‖f‖∞≤1 ‖gf‖∞ ≤ ‖g‖∞, und ‖(Φg)1‖∞ = ‖g‖∞ (hier ist 1 die konstante 1 Funktion).

b) c) Das Spektrum von Mg ist g([0, 1]), denn für λ 6∈ g([0, 1]) gilt 1/(λ − g) ∈ C([0, 1])
(g([0, 1]) ist kompakt!), und so ist M1/(λ−g) ∈ L(X) die Inverse von λ − Mg.

c) Ein λ ∈ C gehört zu Pσ(Mg) genau dann, wenn {x ∈ [0, 1] : g(x) = λ} nicht leer ist.

55.

a) Sei xn ∈ X mit xn → x und Txn → y. Dann Txn → Tx wegen Stetigkeit. Also ist
Tx = y.

b) Trivial, denn A ist linear.
c) A ist abgeschlossen ⇐⇒ gr (A) ist abgeschlossen in X × Y . =⇒: Sei D 3 xn → x

und Axn → y. Dann (xn, Axn) → (x, y), also ist (x, y) ∈ gr (A), d.h. y = Ax. Die
umgekehrte Implikation geht genauso.

d) Sei Φ : (D, ‖ · ‖A) → gr (A) ⊇ X ⊕1 Y , Φ(x) := (x,Ax). Dann ist Φ ein isometrischer
Isomorphismus und gr (A) ein Banachraum. Also ist auch D ein Banachraum.

e) Für x ∈ D gilt ‖Ax‖ ≤ ‖x‖ + ‖Ax‖.

56. Es gilt die Abschätzung |(V f)(x)| ≤ x‖f‖∞‖k‖∞ für alle f ∈ C([0, 1]). Somit gilt

|(V 2f)(x)| ≤

∫ x

0
|(V f)(y)||k(x, y)| dy ≤

∫ x

0
y‖f‖∞‖k‖2

∞ dy ≤
x2

2
‖f‖∞‖k‖2

∞.

Induktiv beweist man

|(V nf)(x)| ≤
xn

n!
‖f‖∞‖k‖n

∞,

und daher ‖V n‖1/n ≤ 1
(n!)1/n ‖k‖∞. Für n → ∞ liefert dies r(V ) = 0.


