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10. Übung zu Hilberträumen – Lösungsvorschlag

47. Es gilt
‖x + αky‖2 = ‖x‖2 + α−k〈x, y〉 + αk〈y, x〉 + ‖y‖2,

also
n−1
∑

k=0

αk‖x+αky‖2 =

n−1
∑

k=0

αk‖x‖2+

n−1
∑

k=0

〈x, y〉+

n−1
∑

k=0

α2k〈y, x〉+

n−1
∑

k=0

α−k‖y‖2 = 0+n〈x, y〉+0+0,

denn
∑n−1

k=0 α2k =
∑n−1

k=0 αk = 0 nach Voraussetzung.

48. ⇒: Falls xn → x in Norm, dann gelten auch ‖xn‖ → ‖x‖ und 〈xn, y〉 → 〈x, y〉, denn
die Abbildungen x 7→ ‖x‖ und x → 〈x, y〉 sind stetig.

⇐: Umgekehrt gilt

‖xn−x‖2 = 〈xn−x, xn−x〉 = ‖xn‖
2−〈xn, x〉−〈x, xn〉+‖x‖2 → ‖x‖2−2〈x, x〉+‖x‖2 = 0.

49.
a) Sei H = `2 und U := c00 = {(xn) ∈ KN : xn 6= 0 nur für endlich viele n}. Dann ist U

dicht in H, also U⊥⊥ = H 6= U .
b) U⊥⊥ ist immer abgeschlossen. Im Allgemeinen ist wahr, dass M⊥ abgeschlossen ist,

denn sei un ∈ M⊥ und un → u. Dann gilt für m ∈ M 0 = (m,un) → (m,u),
also u ∈ M⊥. Dies zeigt, dass U⊥⊥ und, wenn U = U⊥⊥ gilt, auch U abgeschlossen
ist. Natürlich gilt U ⊆ U⊥⊥ und so U⊥ ⊇ U⊥⊥⊥. Ferner ist U⊥ ⊆ U⊥⊥⊥, also ist
U⊥ = U⊥⊥⊥ auch wahr. Nehmen wir jetzt an, dass U ( U⊥⊥ und dass U abgeschlossen
ist. Dann existiert y ∈ U⊥⊥ \ U mit y ⊥ U . Dass heißt y ∈ U⊥ und y 6∈ U⊥⊥⊥. Dies
ist ein Widerspruch.

c) Sei x0 ∈ M , so dass ‖x − x0‖ = infy∈M ‖x − y‖, und sei y ∈ M , α ∈ (0, 1] beliebig. Es
gilt dann

‖x0 − x‖2 ≤ ‖(1 − α)x0 + αy − x‖2

= ‖α(y − x0) − (x − x0)‖
2 = α2‖y − x0‖

2 − 2α<(y − x0, x − x0) + ‖x0 − x‖2,

also folgt für α → 0, dass <(y − x0, x − x0) ≤ 0. Daraus bekommen wir <(y, x− x0) ≤
<(x0, x−x0). Andererseits <(x0, x−x0) = <(x0−x, x−x0)+<(x, x−x0) < <(x, x−x0),
also folgt mit <(x0, x−x0) < c < <(x, x−x0) und ϕ(z) := (z, x−x0) die Behauptung.

50. Klar ist, dass (rn, rn) = 1 gilt. Außerdem (rn, rk) = 0 für n 6= k, denn für n > k ist
das Integral

∫ (i+1)/2k

i/2k

rnrk = ±

∫ (i+1)/2k

i/2k

rn = 0, i = 0, . . . , 2k − 1.

Zunächst bemerken wir, dass für n > 1 und t ∈ [−1/2, 1/2] rn(1/2 + t) = rn(1/2 − t)
gilt. Sei f(t) = |1/2 − t| + c, dann gilt (rnf)(1/2 + t) = (rnf)(1/2 − t) für n > 1, also
∫ 1
0 rnf = 0. Wähle c ∈ R, so dass

∫ 1
0 r1f = 0. Die so definierte Funktion f 6= 0 ist zu

jedem rn Orthogonal, also (rn) ist keine Orthonormalbasis.
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51.
a) Nach dem Satz von Lax–Milgram existiert genau ein stetiger und stetig invertierbarer,

linearer Operator mit a(v, w) = (v,Aw) für alle v, w ∈ H. Außerdem existiert nach
dem Rieszschen Darstellungsatz genau ein z ∈ H mit ϕ(v) = (v, z) für alle v ∈ H.
Dann ist u := A−1z das eindeutig bestimmte Element in H für das

a(v, u) = (v,Au) = (v,AA−1z) = (v, z) = ϕ(v).

b) Beweis des Hinweises:

F (v) − F (u) = 1
2 (a(v, v) − a(u, u)) −<ϕ(v − u)

a)
= 1

2(a(v, v) − a(u, u)) −<a(v − u, u) =

= 1
2

(

a(v, v) − a(u, u) − (a(v − u, u) + a(v − u, u))
)

=

= 1
2

(

a(v, v) − a(u, u) − (a(v − u, u) + a(u, v − u))
)

=

= 1
2

(

a(v, v) − a(u, u) − (a(v, u) + a(u, v) − 2a(u, u))
)

=

= 1
2

(

a(v, v) − a(v, u) − a(u, v) + a(u, u))
)

= 1
2a(v − u, v − u),

also liefert die Koerzivität die gewünschte Abschätzung. Dies zeigt, dass F (v) ≥ α
2 ‖v−

u‖ + F (u) > F (u), falls u 6= v, woraus die Behauptung folgt.


