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12. Ubung zu Spektrum — Ldsungsvorschlag

57.

a) M ist beschrankt genau dann, wenn (m,,) € £°°, und es gilt | M|| = ||(my)]|c. Daraus
folgt || M*|| = ||(my)]|%, und somit (M) = ||(mn)]|eo- Es gilt Po(M) = {m,, : n € N}.
Denn sei §,, die iibliche Folge, die nur in der n-ten Koordinate 1 und sonst 0 ist. Es gilt
natiirlich Md,, = A\,0,, also A\, € o(M). Ist aber (A — M)(z,) = 0, so gilt entweder
(xr) = 0 oder my, = A fiir ein ng. Somit gilt auch Po(M) = {m,, : n € N}.

Wir zeigen o(M) = {my :n € N} =: S. Hier ist “O” klar, denn das Spektrum ist
abgeschlossen. Sei jetzt A ¢ S. Dann ist der Multiplikator N(x,,) := (z,/(A — my,))
beschriankt und die Inverse von A — M. Also gilt “C” auch.

Falls A # m,, fir jedes n € N, so ist ¢gp C im(A — M), und somit ist im(A — M) dicht
in £2 (cop ist dicht in £2). Dies zeigt Ro(M) = 0.
Es gelten im Allgemeinen Po(T) C Ao(T) und o(T) = Ao(T) U Ro(T). In unserem
Fall bedeutet dies, dass Ao (T') = {m,, : n € N} = o(M) gilt.
b) Sei {ai,aq,...,} eine abzéhlbare dichte Teilmenge in K. Nach Aufgabe a) hat der
Multiplikator M := M, das Spektrum {aj,az,...} = K.
c) Betrachte den Multiplikator M := M) _. Nach Teil b) ist (M) = {A1, A2,... } U{0}.
Die Aussage tiber die Multiplizitét folgt aus Aufgabe a).

58.

a) A — T ist definiert auf einem abgeschlossenen Unterraum (iiberall definiert) und stetig,
damit ist es auch abgeschlossen.

b) Falls A ¢ Po(T), so existiert (A —T)~! :im(\ — T)) — X. Da A — T abgeschlossen ist,
ist gr(A\ —T) € X x X ein abgeschlossener Unterraum. Es gilt

gr(A—T)"" = {(y.2) : (z,) € gr(A—T)} C X x X.

Somit ist gr(A — 7)~! genau dann abgeschlossen, wenn gr(\ — 7T') abgeschlossen ist.

c¢) Aus b) wissen wir, dass (A — T)~! : im(\ — T) — X abgeschlossen ist. Nach dem
Satz vom abgeschlossenen Graphen ist (A —T) ™! genau dann stetig, falls es auf einem
abgeschlossenen Unterraum definiert ist. Dies zeigt die Aussage.

d) Nach c) ist (A —7)~!:im(\A — T) — X unstetig genau dann, wenn A\ € Ao(T). Aber
(A=T)"1:im(A—T) :— X ist genau dann unstetig, wenn eine Nullfolge (A — A)x,, — 0
existiert mit x, = (A — A)"(A — A)z,, £ 0. Daraus folgt die Aussage.

59.

a) Nach Hahn—Banach ist im(\—T') nicht dicht genau dann, wenn ein 0 # ¢ € X' existiert
mit |ma—7) = 0. Die letzte Aussage aber ist zu A € Po(T') dquivalent. So folgt die

Behauptung.

b) Sei A € Ao (T), d.h. es existiert eine Folge (x,,) C X mit ||z,| = 1 und || A\x,,—Tz,| — O.
Bs gilt |[M[lznll = ITznll] < [Azn = Tanll — 0, also 1 = |lza]| = [Tzall — [IAlL
dh. |\ = L.

¢) Fiir A € p(T) gilt (A =T)R(\,T) = R\, T)(A = T) = I und somit R(A,T)*(A —T)* =
A=T)*R\T) =1, also RAT)*AN=T*)=(A=T")R(\,T)*=1. D.h. R(\,T)* =
(A — T*)~1. Damit ist p(T) C p(T*) bewiesen. Aus T** = T folgt p(T) = p(T**) 2
p(T*).
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60. Vorbemerkung: Es gilt A> — T2 = (A +T)(\ — T). Ist also A — T nicht injektiv, so
ist auch A\ — T2 nicht injektiv. Ist umgekehrt A2 — 7' nicht injektiv, so muss einer der
Operatoren A — T'; A + T nicht injektiv sein, also gilt A € Po(T) oder —\ € Po(T).

Analog: sind beide Operatoren A — T und A 4 T surjektiv, so ist A2 — T2 auch surjektiv,
und umgekehrt.

a) Folgt aus dem obigen Argument.

b) Folgt aus dem obigen Argument.

c) Sei A € Ao (T), d.h. es existiert eine Folge () € X mit ||z, || = 1 und || Az, —Tz,| — 0.
Daher ist ||[A%z,, — T%xz,| < |A+ T||||Axn — Txy|| — 0, also A2 € Ao (T?). Umgekehrt
seien jetzt A2 € Ao (T?) und (z,) € X mit ||z,]| = 1 und [Nz, — T?x,|| — 0. Gilt
|Azy, — Txy|| — 0, so sind wir fertig. Also sei (x, ) eine Teilfolge mit ||Azy, —Txy, || >
e > 0. Wir setzen y; = (Azy, — Tzp,)/|| Ay, — Ty, |. Dann gilt |ygl| = 1 und
Ay + Tkl = [|N22n, — T?xn, ||/||A\2n,, — Ty, || — 0. Dies gibt —\ € Aa(T).

61.

- Es gilt |R]| = ||L|| = 1, also r(T") < 1 fir T € {R,L}. Es gilt AN(z,) — L(z,) =
(Axp, — Tpt1), also bedeutet (A — L)(zy,) = 0, dass Az, — 41 = O fiir alle n € N,
Also x,11 = A" lzy. Fiir 21 # 0 liegt dies in ¢? nur dann, wenn |A\| < 1. Also
Po(L) ={X: |\ <1}

- Es gilt M(x,) — R(zy,) = (Ax1, Axe — 21, \x3 — 2, -+ ), also bedeutet (A — R)(z,) =0
fiir A # 0, dass 1 = 0 und so induktiv z,, = 0. Ist A = 0, folgt sofort auch (x,) = 0.
Dies zeigt Po(R) = 0.

- Wir sehen {A: [A| < 1} Co(L) C{A: |\ <1}. Also folgt o(L) = {X : |\| <1}, denn
das Spektrum ist abgeschlossen. So folgt auch o(R) = {\: |A\| < 1}.

- Aus Aufgabe 59 a) folgt Ro(R) = {\ : |A\] < 1} und Ro(L) = (. Der Operator R ist
eine Isometrie, also liefert Aufgabe 59 b), dass Ao(R) C {\ : |A\| = 1}, damit ist auch
Ao(R) ={X\: |\ =1}

-Da{A: |\ <1} =0(L)=Ro(L)UAo(L) =0U Ao (L), folgt Ao (L) = {A: |\ <1}



