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3. Ubung zu linearen Operatoren

11.

a) Seien X,Y normierte Vektorrdume und Y vollstandig, D C X ein dichter Unterraum
und T : D — Y ein beschrénkter linearer Operator. Zeigen Sie: T hat eine eindeutige
stetige Fortsetzung auf X.

b) Sei coo := {z € KN : z,, # 0 fiir hochstens endlich viele n}. Sei (m,) € K eine Folge
und definiere den lineare Operator M : c¢o9 — cgo durch M (z,) = (mpxy,). Zeigen Sie,
dass so tatsdchlich ein linearer Operator definiert wird. Welche Bedingungen muss man
an (my,) stellen, damit M beziiglich der /-Norm (1 < p < o0) beschriankt ist? Geben
Sie die Fortsetzung von M auf #P an.

12. Essei X :=/, 1 <p < oo. Die Operatoren R, L seien definiert durch
R: (r1,22,...) +— (0,21,22,...)
L:(z1,z2,...) +— (z2,23,...).

Betrachte auch den Operator M aus Aufgabe 11 b), und setze T := M L.

a) Zeigen Sie, dass R, L, T beschrinkt sind und bestimmen Sie die jeweiligen Operatornor-
men.

b) Es gelte auerdem |m1| > |mg| > ---. Fiir n € N bestimme man die Operatornormen
von R™, L™, M", T™.

13. Sei (a;;) € KNN eine unendliche Matrix. Zeigen Sie: Die Formel
o
(T.T)Z' = Zaij:b‘j, i €N, z €™
i=1

definiert einen stetigen, linearen Operator T auf £*° genau dann, wenn
SUP;>1 ) 0 |aij| < +o0.

14. Fir f € C[0,1] definiere die Bernstein-Polynome durch

B =3 (1)1 () Ha-or

k=0
Zeigen Sie:
a) By : C[0,1] — C]0,1] ist linear und stetig. Bestimmen Sie die Norm!
b) B,f ist ein Polynom mit Grad < n.
¢) f>0=> B,f >0.
d) B,f — f gleichméfig.
e) Beweisen Sie den Satz von Weierstraf {iber polynomielle Approximation.

15. Sei X ein normierter Raum und S,7 : X — X lineare Abbildungen mir der Eigen-

schaft ST — TS = Id.

a) Zeigen Sie: es gilt ST™! — T"+18 = (n 4 1)T™ fiir alle n € N

b) Zeigen Sie, dass S oder T unstetig ist.

c¢) Sei X von endlicher Dimension. Zeigen Sie, dass keine linearen Abbildungen S,7": X —
X mit der Eigenschaft ST —T'S = Id existieren, indem Sie mit der Spur argumentieren.



