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9. Ubung zu LP-Riumen

42. Zeige die folgende Aussagen:

) Fiir 1 < p < oo ist LP[0, 1] reflexiv.

) Der Raum L°°[0, 1] ist nicht reflexiv und nicht separabel.
) L'[0,1] ist separabel und nicht reflexiv.

) Der Dualraum von L*°[0, 1] ist nicht zu L[0, 1] isomorph.

a) Sei f € LY(R?), dann definiert die Abbildung T g = f * g einen stetigen linearen
Operator auf LP(RY) mit ||Ty|| < || f||;. Bestimme den Adjungierten Ty

b) Seien po,p1 € [1,00], 8 € (0,1) und pig = 1p—_00 + pil. Sind f € LPO(M,pu) N LPY (M, ),
dann f € LP9(M, ), und es gilt

1 £llbe < IFICIF1S, -

c) Beweise die Hausdorff-Young-Ungleichung (|| f * g||, < ||f]l1 - lgllp) durch Verwendung
des Satzes von Riesz-Thorin.

44. Approximatives Einselement.
a) Sei f € BUC(R?) und (pp)nen ein Mollifier. Zeige, dass p, * f — f in BUC(R?)
(d.h. gleichméfRig).
b) Sei f € LY(R?). Zeige, dass
1
fin e [ )y = fla) i,
r—0 )‘d(B(xv T)) B(z,r)
wobei die Konvergenz in der L'-Norm zu verstehen ist. (Ubrigens besagt ein Satz von
Lebesgue, dass diese Aussage auch mit ,Konvergenz fast tiberall” gilt.)

Hausiibungen
45. Die {ibrigen Aufgaben aus 44.

46. Sei g € CF (RY), also eine unendlich oft differenzierbare Funktion mit kompaktem
Trager.
a) Sei f € L*(RY) (es reicht eigentlich f € Li (RY)). Zeige D(f x g) = (D°f) x g, also
f* g€ C®R? fiir jeden Multiindex a.
b) Gilt zusétzlich
AN > 0: f(t) = 0 fur fast alle ¢ mit |¢| > N,
soist fx g€ C®(R).
c) CX(R) liegt dicht in LP(R) Hinweis: betrachte einen Mollifier.
d) Uberlege, warum C2°(R) nicht dicht in L*°(R) liegt.



