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6.-7. Dezember

8. Ubung zu LP-Riumen

36. Sei (X, M) messbarer Raum. Fiir positive Mafie 1, v, v, i, auf M zeige die folgenden
Aussagen:

a) Absolutstetigkeit < ist eine transitive d) Gilt v < pund p L v, soist v = 0.
Relation e) BEs gilt pj < 3 °0% ) fin.

b) p und v heifien dquivalent “p ~ v”, falls f) Fir v; < p (j=1,...) gilt >y <
p << vund v <€ p gelten. ~ ist eine 1

Aquivalenzrelation. g) Firv, Lpu(j=1,...)glt > xvn L p.
c¢) Singularitdt L ist eine symmetrische Re- h) Falls v < pu L o, so gilt v L o.

lation.
37.

a) Sei X = N und p=Zahlmaf auf P(N). Betrachte die Rdume ¢ := LP(N, x1) und zeige,
dass /P C " C ¢y fir alle 1 < p < r < o gilt.

b) Sei (X, M, u) ein endlicher Mafraum und 1 < r < p < oo. Beweise, dass LP(X,u) C
L"(X,p) gilt, und fiir f € L>(X, ) auch || f]loo = limp—o || f||, wahr ist.

¢) Betrachte LP((0,1)%) und f(x) = |2|%, o € R. Fiir welche 1 < p < oo liegt f in LP?

d) Zeige, dass der Raum L? im Allgemeinen keinen der Rdume L" mit p # r enthélt.

38.

) Zeige, dass fiir £, > 0, f,9.€ L'(X, u) gl |f + gllx = |1l + gl

b) Sei K kompakter metrischer Raum. Betrachte die Menge M (K) aller endlichen, sig-
nierten Borel-Mafe. Zeige, dass My(K) ein R-Vektorraum und versehen mit der Norm
|l = py(K) + p—(K) ein Banachraum ist. Beweise die zu a) analoge Aussage fiir
positive Mafe, d.h. zeige fiir p,v > 0, dass ||ju + v|| = ||p]| + ||v] gilt.

Hausiibungen

39. Beweise das Folgende: Fiir 1 < p < oo sind LP-Réaume strikt konvex, d.h. fiir f, g, €
LP(X,p) mit ||f+glp =2, [|fllp = llgllp =1 gilt f =g. Was kann man im Falle p = 1, 00
aussagen?

40. Sei (X, M, p) ein Mafraum. Die folgende Aussagen sind zu beweisen.

a) Der Raum L'NL>®(X, ) := LY (X, u)NL®(X, i), versehen mit der Norm || f|| j1qp0 :=
If1l1 4 |Iflloo, ist ein Banachraum.

b) Definiere L' + L¥(X,p) := {f : f : X — Kmessbar und 3¢9 € L'(X,pn), h €
L*°(X,p) mit f = g+ h}. Die Abbildung

Iz szee = nf{llk]1 + llgllo : f =g +h, he L', ge L}

ist eine Norm; versehen mit dieser ist L' + L ein Banachraum.

c¢) Bs gilt LP(X,pu) «— L' + L>®(X,u), wobei die Einbettung stetig ist. D.h. fiir f €
LP(X,p) gilt f € LY + L®(X, ) und || f||p14r < C| £, filr ein von f unabhiingiges
C>0.



