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10. Übung zu Hilberträumen

47. (Polarisationsidentität) Sei H ein komplexer Prähilbertraum mit dem Skalarpro-
dukt 〈·, ·〉, n ∈ N, n ≥ 3 und α ∈ C, so dass αn = 1 aber αk 6= 1 für k = 1, 2, . . . , n − 1.
Beweise die folgende Identität

〈x, y〉 =
1

n

n−1
∑

k=0

αk‖x + αky‖2.

Übrigens kann man diese Identität verwenden, um den folgenden Satz zu zeigen: In einem
normierten Vektorraum (X, ‖ ·‖) existiert ein Skalarprodukt mit ‖x‖2 = 〈x, x〉 genau dann,
wenn ‖ · ‖ die Parallelogrammgleichung erfüllt.

48. Beweise, dass in einem Hilbertraum die Äquivalenz

xn → x ⇐⇒

{

xn
σ
→ x (schwache Konvergenz)

‖xn‖ → ‖x‖

gilt.

49. Sei H ein Hilbertraum und U ein Unterraum von H.

a) Gib Beispiele von Räumen H und U an, so dass U 6= U⊥⊥.
b) Zeige, dass U⊥⊥ = U genau dann gilt, wenn U in H abgeschlossen ist.
c) Sei M ⊆ H konvex und abgeschlossen und x 6∈ M . Zeige, dass ein ϕ ∈ H ′ und ein

c ∈ R existiert mit <ϕ(y) < c < <ϕ(x) für alle y ∈ M . (Ohne die Verwendung von
Hahn-Banach.)

Hausübungen

50. (Rademacher-Funktionen in L2) Zeige, dass die Rademacher-Funktionen

rn(t) := sign(sin(2nπt)), n = 0, 1, 2, . . .

ein Orthonormalsystem, aber keine Orthonormalbasis von L2([0, 1]) bilden. Skizziere
außerdem r0, r1 und r2, usw.

51. (Dirichletsches Prinzip) Sei H ein Hilbertraum, a : H × H → R eine stetige,
koerzive Sesquilinearform und ϕ ∈ H ′. Beweise die folgenden Aussagen:

a) Es gibt genau ein u ∈ H mit a(v, u) = ϕ(v) für alle v ∈ H.
b) Die Funktion

F (v) :=
1

2
a(v, v) −<ϕ(v), v ∈ H,

ist stetig, beschränkt nach unten und nimmt ihr Minimum an genau einer Stelle, nämlich
u aus a), an.
Hinweis: Zeige, dass es ein α > 0 gibt, so dass für alle v ∈ H gilt:

F (v) − F (u) =
1

2
a(v − u, v − u) ≥

α

2
‖v − u‖2.


