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4. Ubung zu linearen Funktionalen

16. Wir untersuchen lineare Funktionale auf cg, ¢, £*° und #'.

a) Sei y = (yn) € £' und setze @y ((zn)) == Y., Tnyn fir (z,) € £°. Zeige, dass ¢, € (£*°)'
und somit auch ¢, € ¢, ¢ gilt. Bestimme ||y ]

b) Beweise: Ist (y,) € £°°, so definiert das obige ¢, ein Element aus (¢!)’. Bestimme ||y ].

c) Zeige, dass J : £1 — ¢}, J(y) := ¢, einen isometrische Isomorphismus definiert.

d) Definiere auf ¢ das Funktional 9((zy)) := limy_e0 Zn. Zeige ¥ € . Gibt es ein
(yn) € £, so dass ¢, = 9?7 Beweise, dass jedes lineare Funktional ¢ € ¢’ sich als
AP + @y fiir ein y € ¢! und X € K schreiben lisst.

e) Zeige, dass stetige lineare Funktionale ¢ € (£%°)’
erfiillen fiir alle (ay,) € c.

f) Zeige, dass £' > y — ¢, € (£*°)" eine normerhaltende lineare Abbildung aber nicht
surjektiv auf (£°°)’ ist.

existieren, die ¢((a,)) = limy, o0 ap

17. Sei X ein normierter Vektorraum. Beweise die folgende Aussagen:

a) Ist A, B konvex so ist AN B, A und int A (das Innere von A) auch konvex. Der
Durchschnitt von beliebig vielen konvexen Mengen ist auch konvex.

b) Jede abgeschlossene, konvexe Menge C' ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Halb-
rdume, die C enthalten.

¢) In einem normierten Vektorraum ist die Einheitskugel B konvex, absorbierend und
kreisformig, d.h. AB C B fiir alle A € Kmit |A\| < 1.

d) Sei M eine kompakte, konvexe, absorbierende und kreisférmige Menge in (R, || - o).
Zeige, dass M eine offene (euklidische) Kugel um 0 enthélt und das Minkowski-Funktional
pur eine Norm auf R? ist. Gib die abgeschlossene Einheitskugel beziiglich pas an!

18. Gib zwei disjunkte, konvexe, abgeschlossene Mengen A, B C R? an, die nicht strikt
getrennt werden koénnen. (Keine der Beiden kann kompakt sein!)

Hausiibungen

19. Ein normierter Vektorraum heift strikt konvex, falls z,y € X, ||z|| = ||y|| = 1 und

|z + y|| = 2 die Gleichheit = y implizieren.

a) Zeige, dass (R?,|| - ||p) fiir p = 2 strikt konvex ist, withrend es fiir p = 1, 0o nicht strikt
konvex ist. Was ist die geometrische Bedeutung von strikter Konvexitét?

b) Zeige, dass cg, ¢, £, £', C[0,1] nicht strikt konvex sind.

c) Sei X' strikt konvex und Y C X ein Unterraum, 1) € Y’. Beweise, dass die Fortsetzung
¢ € X' mit ¢ly =1 und ||| = ||¢|| im Satz von Hahn-Banach eindeutig ist.

20. Seien ) # A, B C X offene konvexe Mengen in einem normierten Vektorraum mit
ANB =0. Zeige, dass ein ¢ € X' existiert mit Re ¢(z) < Re ¢(y) fiir alle z € A und
y € B. Hinweise zum Beweis:

a) Setze M = A—B:={a—b:a€ A,be B} und zeige, dass M offen und konvez ist mit
0¢ M.

b) Sei zg € M und betrachte M' = M — xy, so gilt —xo ¢ M'.

c¢) Setze Y = lin{zo}, Y(axo) == —apyr(—xzo). Verwende den Satz von Hahn-Banach mit
diesem pyppr und .



