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14. Ubung zu Fouriertransformation

68. Betrachte die folgenden Funktionen:
i) Die Sdgezahnwelle, die den Klang eines Synthesizers aus der 80’er Jahren beschreibt, ist ma-
thematisch gegeben durch:

f(z) = T ; a (0 <z <2m), f(0):=0, f(2r) =0, sonst 2w-periodisch.

ii) Die Rechteckwelle, die z.B. den Klang einer verzerrten elektrischen Gitarre (ungefahr) angibt,
ist wie folgt gegeben:
1 fir0<z<mw
glz):=¢ -1 firm<z<2rm
0 fir x = 0, 7, 27,
sonst 2m-periodisch.

Wir untersuchen die Konvergenz der Fourier-Reihen dieser Funktionen. Dafiir wird die folgende
Version eines allgemeinen Satzes bendtigt.

(vereinfachtes) Dini-Lipschitz-Kriterium: Sei f : R — C 27-periodisch und von beschrénkter
Variation auf [0, 27]. So gilt fiir die Partialsumme s, (f) der Fourier-Reihe von f das Folgende:
0 -0
lim s,(f)(z) = fa+0)+fle=0) gleichméfig in x,

n—oo 2
wobei mit f(z £ 0) der Grenzwert von f an der Stelle x nach rechts bzw. links bezeichnet wird.
ta) Beweise, dass eine Funktion von beschrénkter Variation an jeder Stelle Links- und Rechts-
Limiten besitzt.
b) Zeige, dass die Funktionen f und g dem obigen Kriterium geniigen und damit ihre Fourier-
Reihen gleichméfig gegen die jeweiligen Funktionen konvergieren.
¢) Schreibe die jeweiligen Fourier-Reihen, auch als Sinus-Cosinus-Reihe, auf und beobachte, welche
Obertone dort auftauchen.
d) Beweise die folgenden, aus Analysis bekannten Identitéten:

> 1 w2 > 1 T
— =" und 1y T
;nQ 6 ™ ;( Vo1~ 71

69. Beweise, dass fiir n € N die Identitat
n—1 . .
> (- ()
. t )
Pt n n\ sin g

gilt.

70.

a) Seien f,g € L*(R). Zeige m =f-g

b) Sei f € C}(R). Beweise ]/”\(t) = —itf(t).

¢) Sei f € CY(R) N LY(R) mit f’ € L*(R). Beweise f/ (t) = —itf(t).

71. Wir wollen die folgende partielle Differentialgleichung fiir v : Ry x R — R 16sen:
drus,2) = Jou(sv)
u(0,z) = f(z) f € L*(R) vorgegeben.

a) Benutze die Fourier-Transformation bzgl. der Variablen z, um einen Kandidaten zu raten.
b) Argumentiere, warum dieser Kandidat eine Losung ist.

Schone Semesterferien!



