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Lösung zur Aufgabe 35 (3 Punkte)
(a) Für jede Zufallsvariable X gilt:

Var(X) = E[(X −EX)2] = E[X2]− (EX)2.

Sei X jetzt eine auf dem Intervall (a, b) gleichverteilte Zufallsvariable.

EX =
∫ ∞

−∞
x · f(x)dx =

∫ a

−∞
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∫ b

a
x · 1
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x · 0dx
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· 1
2
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2
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E[X2] =
∫ ∞

−∞
x2 · f(x)dx =

∫ b

a
x2 · 1

b− a
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=
1
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· 1
3
· x3

∣∣∣∣b
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1
3
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Var(X) =
1
3
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(
b + a

2

)2

=
1
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(b)

E(X + Y ) = EX + EY =
1
2
(b + a) +

1
2
(b + a) = b + a

Var(X + Y )
X,Y unabhängig

= Var(X) + Var(Y )

=
1
12

(a− b)2 +
1
12

(a− b)2 =
1
6
(a− b)2

Lösung zur Aufgabe 36 (3 Punkte)
Für eine diskrete Zufallsvariable X, die nur die Werte {x1, x2, x3, . . . } annimmt, gilt:

E(X) =
∞∑

k=1

xk ·P[X = xk].
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Allgemeiner gilt für eine Funktion h : R→ R die Formel

E(h(X)) =
∞∑

k=1

h(xk) ·P[X = xk].

(a) Da X nur die Werte 2, 4 und 5 mit einer Wahrscheinlichkeit größer 0 annimmt, ergibt obige
Formel:

EX = 2 ·P[X = 2] + 4 ·P[X = 4] + 5 ·P[X = 5]
= 2 · 0.3 + 4 · 0.4 + 5 · 0.3 = 3.7

EX2 = 22 ·P[X = 2] + 42 ·P[X = 4] + 52 ·P[X = 5]
= 4 · 0.3 + 16 · 0.4 + 25 · 0.3 = 1.2 + 6.4 + 7.5 = 15.1

Var(X) = E[X2]− (EX)2 = 15.1− (3.7)2 = 15.1− 13.69 = 1.41

(b)

EX = 1 ·P[X = 1] + 0 ·P[X = 0] = p

E(X2) = 12 ·P[X = 1] + 02 ·P[X = 0] = p

Var(X) = E(X2)− (EX)2 = p− p2 = p(1− p)

(c)

Var(Z) = Var

(
n∑

i=1

Xi

)
X1,...,Xn unabhängig

=
n∑

i=1

Var(Xi)

=
n∑

i=1

p(1− p) = n · p(1− p)

Lösung zur Aufgabe 37 (3 Punkte)

f(p) = Pp[X1 = x1, X2 = x2, . . . , X10 = x10]
X1,...,X10 unabhängig

= Pp[X1 = x1] ·Pp[X2 = x2] · · · · ·Pp[X10 = x10]

= px1+···+x10(1− p)10−(x1+···+x10) = p4(1− p)6

f ′(p) = 4p3 · (1− p)6 + p4 · 6 · (1− p)5 · (−1)
!= 0

Umstellen dieser Gleichung ergibt:

4p3(1− p)6 = 6p4(1− p)5

4(1− p) = 6p

4 = 10p

p =
2
5

2
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Zusatz – Bestimmung des Maximum-Likelihood-Schätzers für bernoulliverteilte Zu-
fallsvariablen:
Seien X1, . . . , Xn unabhängige bernoulliverteilte Zufallsvariablen mit unbekanntem Parameter p.
Ausgahend von der Stichprobe x1, . . . , xn wollen wir den Wert von p schätzen. Die zu maximie-
rende Funktion ist also

f(p) = Pp[X1 = x1, . . . , Xn = xn].

Da X1, . . . , Xn unabhängig sind kann man dies Funktion zu

f(p) = Pp[X1 = x1] · · · · · [Xn = xn]

umschreiben. Nutzt man jetzt noch aus, dass die Zufallsvariablen alle bernoulliverteilt mit Para-
meter p sind, erhält man

f(p) = px1(1− p)1−x1 · · · · · pxn(1− p)1−xn = px1+···+xn(1− p)n−(x1+···+xn .

Da diese Funktion bei p maximal werden soll, gilt f ′(p) = 0.

f ′(p) = (x1 + · · ·+ xn)px1+···+xn−1(1− p)n−(x1+···+xn)

+px1+···+xn(n− (x1 + · · ·+ xn))(1− p)n−(x1+···+xn)−1(−1)
= px1+···+xn−1(1− p)n−(x1+···+xn)−1((x1 + · · ·+ xn)(1− p)− (n− (x1 + · · ·+ xn))p)
= px1+···+xn−1(1− p)n−(x1+···+xn)−1

·((x1 + · · ·+ xn)− (x1 + · · ·+ xn)p− np + (x1 + · · ·+ xn))p)

= px1+···+xn−1(1− p)n−(x1+···+xn)−1((x1 + · · ·+ xn)− np) != 0

Somit erhält man
p =

x1 + · · ·+ xn

n

Lösung zur Aufgabe 38 (3 Punkte)
Notwendige Bedingung zum Vorliegen einer Wendestelle, d.h. nur wenn diese Bedingung erfüllt
ist, kann ein Wendepunkt vorliegen:

pH ′′(x) = 0.

pH ′(x) =
(

a

1 + e−x+b
+ c

)′
=
(

a

1 + e−x+b

)′
= − a · (e−x+b)′

(1 + e−x+b)2
=

a · e−x+b

(1 + e−x+b)2

pH ′′(x) =
(

a · e−x+b

(1 + e−x+b)2

)′
=

(1 + e−x+b)2 · (−a) · e−x+b + a · e−x+b · 2 · (1 + e−x+b) · e−x+b

(1 + e−x+b)4

= a · e−x+b ·
(

2 · e−x+b − (1 + e−x+b)
(1 + e−x+b)3

)
= a · e−x+b ·

(
e−x+b − 1

(1 + e−x+b)3

)
!= 0

⇒ 1 = e−x+b ⇒ 0 = −x + b ⇒ x = b

Als Kandidaten für einen Wendepunkt erhalten wir somit

(b|pH(b)) =
(
b
∣∣∣a
2

+ c
)

.

Um sicher zu gehen, dass auch wirklich ein Wendepunkt an diese Stelle vorliegt, muss man jetzt
noch prüfen, dass pH ′′′(x) 6= 0 gilt.
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