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13. Ubungsblatt zur
,Mathematik III fir MB/MPE, LaB/WFM,
VI, WI/MB*

Gruppeniibung

Aufgabe G43 (Formel von d’Alambert)
Bestimmen Sie die Losung des folgenden Anfangswertproblems nach der Formel von d’Alambert:

Ut = gy z € (0,2m),t >0
u(z,0) =sin(z),  w(z,0) =sin(z)cos(xz) =z € (0,27).

Losung: Mit den Bezeichnungen der Formel von d’Alambert ergibt sich:
f(z) =sin(z), g(z)=sin(x)cos(x), c=2.

Damit ist

x+ct
wat) = U+ +ra—a)+g [ oo d
1 ) 1 T+2t )
= g(sm(x + 2t) + sin(x — 2t)) + 4/ sin(&) cos(§) d¢

r—2t

= %(sin(x + 2t) 4 sin(x — 2t)) + é(sin%x + 2t) — sin?(z — 2t)).

Aufgabe G44 (Dirichletproblem, Potenzreihenansatz)
Sei G := {(x,y) € R? : 2% +y? < 1}. Lésen Sie das Dirichletproblem
Au=0 fir (z,y) € G
u(z,y) = 2° — zy fir (z,y) € 0G

mit dem Potenzreihenansatz.

Losung:
Da u(z,y) auf G unendlich oft differenzierbar ist, kénnen wir u in eine Potenzreihe entwickeln:

u(,y) = a0+ Y (aRe((@ +iy)") + bylm((@ + iy)"))
k=1
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Da auf dem Rand keine Terme der Ordnung 3 oder hther vorkommen, ergibt sich der Ansatz
u(z,y) = ap + arx + az(x2 - y2) + b1y + baxy.

Auf dem Rand gilt 22 4+ y? = 1, also auch y? = 1 — 2. Somit erhalten wir
u(x,y) = ap + a1z + az(22* — 1) + byy + baxy.

Koeffizientenvergleich mit dem Randwert ergibt nun

1 1
a =g, a2=3, by = —1
und die Losung ist
- 1 1 2 2 _1 1 2 1 2
u(@,y) =5+ 5@ —y) —ay =5 —ay+ 27— oy

Aufgabe G45 (Produktansatz fiir das Dirichlet-Problem)
Losen Sie das Dirichlet-Problem

Au=0 fir x € (0,1), y € (0,1),
u(0,y) = 0, u(1,y) = sin(27y) fir y < (0,1),
u(z,0) =0, u(z,1) =0 fir z € (0,1),

mit Hilfe eines Produktansatzes.

Loésung;:
Mit dem Ansatz u(z,y) = v(z) - w(y) erhdlt man ug,(z,y) = v"(x) - w(y), uyy(z,y) = v(z) - w"(y)
Setzt man dies in die DGL ein, so ergibt sich

V(@) w(y) +v(z) - w'(y) = 0.
Separation der Variablen fiithrt zu

V'(z) _ w(y)

v(z)  w(y)

)

mit einer Konstante K € R. (Da die linke Seite nur von z, die rechte Seite nur von y abhéngt,
miissen beide Ausdriicke konstant sein, um iibereinzustimmen.) Also sind jetzt die DGL

V() = K -v(x),

w'(y) = —K - w(y),
mit v(0) = w(0) = w(1l) = 0 zu 16sen. Wir wenden uns zuerst der 2. DGL zu:

Fall 1: K = 0. Dann ist w(y) = c1y + ¢z, mit ¢1, co € R. Mit den Randbedingungen wiirde w(y) = 0
folgen, was wegen v(1) - w(y) = sin(27y) keine Losung sein kann.

Fall 2: K < 0. Dann ist w(y) = c1 exp(—+/|K|y) + c2 exp(\/|K|y), c1, c2 € R in Widerspruch zu den
Randbedingungen.

Fall 3: K > 0. Dann ist
w(y) = e sin(VKy) + ca cos(VKy), ¢1,c3 € R.

Aus w(0) = w(1) =0 folgt co =0 und K = 7?n? n=1,2,....
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Somit erhalten wir
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w(y) = ey sin(nry), n=1,2,....

Mit K = 72n? ergibt sich jetzt fiir die erste DGL

v(x) = ¢y exp(nmz) + caexp(—nmx), c1,c0 € R.

Mit v(0) = 0 folgt ¢; + c2 = 0, also ¢ = —c¢y:

v(z) = ¢y exp(nmx) — c1 exp(—nrmx) = 2¢; sinh(nrx), ¢ € R.

Also lautet die allgemeine Losung
u(x

Mit u(1,y) = sin(27y) folgt noch

und ¢, = 0 sonst.
Also ist die Losung schliefflich

) = Z Cp - sinh(nmz) - sin(nmy).

n=1
. 1
“ sinh(2)
_ sin(27y) sinh(27x)
u(@,y) = sinh(27)
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Aufgabe H40 (Formel von d’Alambert)
Bestimmen die die Losung des folgenden Anfangswertproblemes nach der Formel von d’Alambert:

%utt:um I'GR,I(Z>0
u(z,0) = ﬁ, u(z,0) = 1 z €R.
Hinweis: artanh’(z) = =—.

Loésung: Mit den Bezeichnungen der Formel von d’Alambert ergibt sich:

1 1

flz)= ma g(x) = 1_ 22

Damit ist

x+ct

(Fatet)+ fla—c)+5 [ oe) de

—ct

1 1 1 1 [t q
D) 3+ 3] Tg T
2 \ 1+ (z + 3t) 1+ (x —3t) 6 )y g 1—€

1 1 1 1
= - ~ (artanh(z + 3t) — artanh(z — 3t)).
2<1+(:U+3t)2+1—|—(x—3t)2>+6(aran (v +3t) — artanh(z — 31))

u(z,t) =

N

Aufgabe H41 (Dirichletproblem, Potenzreihenansatz)
Sei G := {(x,y) € R? : 2% +y? < 1}. Losen Sie das Dirichletproblem

Au = 6 + 12y fir (z,y) € G
u(z,y) = 3xy* — 22 + 62% — T2t fir (z,y) € 0G

mit dem Potenzreihenansatz.
Hinweis: Bestimmen Sie zunéchst (z.B. durch scharfes Hinsehen) eine Partikulidrlosung und trans-
formieren Sie das Problem in ein homogenes.

Lésung: Zunichst bestimmen wir eine partikuldre Losung. Diese ist
up(w,y) = 2% 4 y*.
Setzen wir nun u(x,y) = ug(x, y)+uy(x,y), so erhalten wir das transformierte homogene Problem
Aug =0 fir (z,y) € G
up (z,y) = u(z,y) —up(z,y) = 3zy? — 2z + 622 — T2t — 2% — y* fiir (z,y) € 0G.
Da ugy auf G unendlich oft differenzierbar ist, konnen wir u g dort in eine Potenzreihe entwickeln:
oo
ug(z,y) = ap + Z (akRe((m + iy)*) + bpIm((x + zy)k)) )
k=1

Daraus ergibt sich der Ansatz

ug(z,y) = ap+ a1z + as(z? — y?) + as3(z® — 329°) + as(2? — 62292 + %) +
b1y + bazy + b3 (3z%y — y°) + ba(—4dxy® + 42°y), (1)
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da die hoheren Koeffizienten 0 sind, weil wir nur Terme maximal 4. Ordnung auf dem Rand haben.
Nutzen wir nun aus, dass auf dem Rand von G z?+y? = 1 gilt, so erhalten wir die Randbedingung

ug(z,y) = 3z (1 — 2?) =2z 4 622 — 72t — 23 — y' =0 — 423 — y* + 622 — 727 (2)
:y2

Sortieren wir die Potenzreihe (1) nach den Variablen und ersetzen wieder y? = 1 — 22, so erhiilt
man

ug(z,y) = (ap—az)+ (a1 — 3a3)z + by + (2a2 — 6a4)a:2 + boxy + dazz® — by +
3b3x2y + 7a4:c4 + a4y4 - 4b4xy3 + 4b4x3y.

Der Koeffizentenvergleich mit den Randwerten (2) liefert nun das Gleichungssystem

apg— az = 0
ay — 3a3 =

2a2 — 6a4 =6
4(13 = —4

Tags =7
ag = —1.

Dieses System hat die Losung
ap=0, a1 =-2, ay=0, a3=-1, ag4=-—1.

Somit ergibt sich die Losung des homogenen Problems wie folgt:
ug(x,y) = —2x — 2% + 3zy? — 2 — ot + 62792
FEinsetzen ergibt dann
u(w,y) = up(w,y) +up(z,y) = =22 + 3zy® — 2* + 622>

Aufgabe H42 (Produktansatz fiir das Dirichlet-Problem)
Losen Sie das Dirichlet-Problem

Au=0 fir x € (0,1), y € (0,1),
u(0,y) = sin(27y), u(l,y) = sinh(7) sin(7y) + cosh(27) sin(27y) fur y € (0,1),
u(z,0) =0, u(z,1) =0 fir x € (0,1),

mit Hilfe eines Produktansatzes.

Loésung: Wir gehen nach dem Bernoullischen Produktansatz vor und setzen

u(z,y) = v(r)w(y)
Ableiten und einsetzen in die DGL liefert dann
V" () w” (y)

v()  w(y)
Da die linke Seite nur von z und die rechte Seite nur von y abhéngt, folgt daraus, dass beide
Ausdriicke konstant sind. Dies liefert uns die beiden DGLs

V() = Cu(x)
w'(y) = —Cu(y)

mit einer Konstanten C € R. Wir betrachten zunéchst die untere DGL und unterscheiden drei
Fille:
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C =0 Dann lautet die DGL
w”(y) =0

und hat die Losung w(y) = ay+ 5. Aus den Randbedingungen erhalten wir w(0) = w(1) = 0.
Einsetzen liefert
w(0)=F=0 und w(l)=a=0.

Damit ist w(y) = 0 im Widerspruch zu den anderen Randbedingungen.

C < 0 Hier ist die allgemeine Losung der DGL
w(y) = aexp(v/[Cly) + Bexp(—/|Cly).
Die Randbedingungen liefern
w0)=a+p=0 <<= pf=-—

und
w(1) = aexp(\/|C]) — aexp(—/|C]) =0 = a=0.

Also auch hier w(y) = 0 im Widerspruch zu den weiteren Randbedingungen.

C > 0 Hier ist die allgemeine Losung der DGL
w(y) = asin(vCy) + [ cos(vVCy).
Aus den Randvorgaben u(z,0) = u(x,1) = 0 erhalten wir w(0) = w(1) =0, d.h.
w(0) = asin(0) + Bcos(0) = B =0

und damit '

w(1) = asin(vVC) + B cos(VC) = asin(vV/C) = 0.
Iy

Somit ist C' = k?7? mit k € N.
Fiir C > 0 hat die allgemeine Losung der DGL

v"(z) = Cv(x)

die Form

v(z) = @exp(VCx) + fexp(—VCx).

Mit C = k%72 ergibt sich
v(z) = @exp(krz) + [ exp(—knz).

Setzen wir & := 1(y+ ) und §:= 1(6 —7), so erhalten wir

v(z) = %(7 + ) exp(kmx) + %(5 — ) exp(—knz)

= %(exp(kmz) —exp(—kmz)) + g(exp(lmx) + exp(—knx))
= sinh(kmx) + 6 cosh(kmz)

und die allgemeine Losung lautet

Z (v sinh(kmz) 4 0y cosh(kmx)) sin(kmy).
k=1
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Betrachten wir nun die weiteren Randbedingungen, so erhalten wir

u(0,y) = Z Ok sin(kmy) = sin(27y),

k=1
also d2 = 1 und sonst verschwinden die d. Damit ergibt sich fiir den letzten Randwert
o0
u(l,y) = isinh(m)sin(my) + (2 sinh(27) + cosh(2)) sin(27y) + Z i sinh (k) sin(kmy)
k=3

= sinh() sin(7y) + cosh(27) sin(27y).

Somit erhalten wir noch v; = 1 und die iibrigen 7 verschwinden. Damit ist die Lésung

u(x,y) = sinh(7x) sin(ry) + cosh(27wz) sin(27y).



