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Gruppeniibung

Aufgabe G36 (Lineare partielle DGL)
Losen Sie die partielle Differenzialgleichung

1 2 x
vt:<2 1>v$, v(m,()):<x2>, reR

mittels Transformation der Matrix in Diagonalgestalt.

Loésung: Wir gehen wie auf Folie 225ff vor. Dazu berechnen wir zuerst die Eigenwerte A und
anschliefend die Eigenvektoren u der Matrix. Wir erhalten

)\1:37 u1:<i>7 )\2:_17 u2:<_11>

Damit erhalten wir mit
die Transformation

Wir substituieren

und erhalten somit die Gleichung
(3 0 w
U= 1)t
Diese zerfallt in zwei Transportgleichungen:

Wit = 3w17x < Wit — 371)175,; =0

Wop = —Wa, & W+ wa, =0.
Nach Beispiel 1 auf Folie 218 erhalten wir somit die Losungen

wi(z,t) = hi(=3t—x) und
wa(z,t) = he(t—x) (1)
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fiir beliebige differenzierbare Funktionen h; : R — R. Um die genauen Funktionen h; zu bestim-
men, transformieren wir zunéchst die Anfangsbedingung. Es gilt

B )

Einsetzen in (1) ergibt somit
1 2 1 2
wl(m,O):hl(—x):i(x+x ) & hl(x):i(—x—i-a; )

wa(,0) = ha(—z) = %(x —2?) & ha(z) = %(—x ey

Damit haben wir die Losung des transformierten Problems:

B 1(3t+x+(3t+$)2)
w(z,t) = ( %(_t—i—:p— (t —x)?) >

Riicksubstitution liefert dann die Losung
_ (11 FBt+z+(Bt+x)?) \ [ t+x+Adte+ 4
”(m’t)_Tw(“)_(l —1>< Htva—(t—2)?) )~ \ 2t 42w +52 422 )°

Bemerkung: Alternativ zur Bestimmung von w iiber die Funktionen h;, ist auch eine direkte
Bestimmung der Funktionen w; mit der Formel auf Folie 219 moglich. Damit erhédlt man bspw.
fir wq

wl(a:,t) = w170(—C),
wobei ¢ = at — z = —3t — x und w1 o(z) = 3(z + 2?) siehe oben.
Also
(3t +x + (3t + 2)?).

(NN

wy(z,t) =

Aufgabe G37 (Inhomogene Transportgleichung)
Losen Sie die inhomogene Transportgleichung

wy +wy =" w(x,0) = cos(z).
Uberpriifen Sie Thre Losung anschlieend.

Losung: Wir gehen wir auf den Folien 226f vor. In dieser Aufgabe ist A = —1, g(z,t) = ¢* und

w(z,0) = cos(x). Damit erhalten wir die Charakteristiken —¢ + x = ¢ mit ¢ konstant und setzen
t = x — c. Wir definieren

o(1) = w(r, T —¢).
Die Formel auf Folie 227 liefert mit ¢ = —t + «

xT

w(z,t) = p(x) = w(c) + g(r,7 —c)dr

=cos(x —t)+ [ e Cr
C

T
=cos(x —t) + e_c/ X dr
C

=cos(z —t) + 6_5[5627}‘5
1
_ COS(ZE . t) + et—r§( 2z 6—2t+2x)
1
=cos(z —t) + 5(6mH — e
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Wir iiberpriifen die Losung:
: 1 T+t T—t
wy = —sin(z —t) + = (" — "),
1
wy = sin(x —t) + i(ex'H + e,

Und somit

wy + wp = ¥,

AuBerdem gilt

1
w(z,0) = cos(z) + 5(6”“" —e") = cos(x).
Also ist auch die Anfangswertbedingung erfiillt.

Aufgabe G38 (Eigenwertproblem)
Gegeben sei das vollhomogene Randwertproblem

y'(@) + 2/ () — My(z) =0, y(0)=0, y(r)+y'(m)=0, (1)

wobei A ein Parameter ist.

Man nennt Probleme dieser Art auch Figenwertprobleme. Eigenwertprobleme besitzen immer die
triviale Losung y = 0. Es hédngt von A ab, ob es dariiber hinaus noch weitere Losungen gibt.
Diejenigen A, fiir die das Randwertproblem nichttriviale Losungen besitzt, heiflen Figenwerte des
Randwertproblems. Die zugehotrigen Losungen heiflen Eigenfunktionen zum Figenwert .

Um die Eigenwerte und Eigenfunktionen von (1) zu bestimmen, fiithren Sie folgende Schritte durch:

(i) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von A Losungsfundamentalsysteme fiir (1).
(Hinweis: Beschrianken Sie sich dabei auf die Eigenwerte A\ < —1.)

(ii) Stellen Sie die Matrix R und den Vektor 7 (vgl. Folie 207) auf und ermitteln anhand der
Bedingung det R = 0 diejenigen A, fiir die das Randwertproblem Losungen hat.

Losung:
(i) Das charakteristische Polynom von (1) lautet
pla) = a® + 20 — \.
Es besitzt die Nullstellen

()41/2:*1:&\/1+)\

Der Vollstindigkeit halber behandeln wir hier auch die Fille A = —1 und A > —1
in den Fillen 1 und 2. Gefordert ist nur Fall 3!

e Fall 1: A > —1
Das charakteristische Polynom hat zwei einfache, reelle Nullstellen a5 = —1+£v1+ A.
Also ist ein Fundamentalsystem gegeben durch

a1xr

yr(x) =M%, ya(x) = e

QT

Wir benétigen noch ihre Ableitungen:

Y1 (2) = are™®,  yh(z) = age™”.



11. Ubung Mathematik III fir MB/MPE, LaB/WFM, VI, WI/MB

e Fall 2: A= —1
Das charakteristische Polynom hat die doppelte Nullstelle « = —1.
Also ist

yi(z) =e %, ya(x) =z ®

ein Fundamentalsystem mit den Ableitungen
yi(z) =—e*  yy(z) = (1 —z)e "

o Fall 3: A < —1
Das charakteristische Polynom hat zwei einfache, komplex konjugierte Nullstellen oy ;5 =

—14i8mit =+-X—1.
Also ist

y1(z) = e Tsin(fx), yo(x) =e ¥ cos(fr)

ein Fundamentalsystem mit den Ableitungen

= e *.(Bcos(fx) — sin(fx)),
= —e 7 (Bsin(Bz) + cos(Bz))

(1),

Fir die Matrix R unterscheiden wir wieder die drei Félle:

e Fall 1: A > —1
Die Matrix R lautet

S
N~ —~
—~~
8 8
~— ~—

(ii) Der Vektor « lautet

_ y1(0) y2(0) '\ _ 1 1
= ( y1(m) +yi ()  yalm) + y5(m) ) B ( (I+ar)e™ (1+ag)e™™ >

Es gilt det R # 0. Somit hat das Gleichungssystem Rc = « nur die Losung ¢ = 0. Da
die triviale Funktion y = 0 jedoch keine Eigenfunktion ist, hat das Randwertproblem im
Fall A > —1 keine Losung.

e Fall 2: A= -1
Die Matrix R lautet

R:( y1(0) yz(0)>:<1 0)

yi(m) +y1(m)  ya(m) + yo(m) 0 e"

Es gilt det R = e™™ # 0. Also hat analog zu Fall 1 das Randwertproblem fiir A = —1
keine Losung.

o Fall 3: A < -1
Die Matrix R lautet

y1(0) y2(0) )

_ 0
fi= ( yi(m) + i (m) vl + gh(m)

< e cos(fn) e sin(m) )
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Es gilt det R = —fe™ " cos(fm), und

det R=0 < —pfe "cos(fr)=0

=S cos(fm) =0

1
z 5€{z+21z€N0}

1
= )\6{—(2+2)2—1|Z€N0}
Fiir diese A hat das Gleichungssystem Rc =« die Losungsmenge

c1 €ER, ¢ =0.
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Hausiibung

Aufgabe H34 (Eigenwerte von Randwertproblemen)
Bestimmen Sie die Eigenwerte des Problemes

y' =2 +(1-Ny=0  y0)=y(r)=0.

Hinweis: Unterscheiden Sie die drei Féalle A >0, A\=0, A <O0.
Losung: Wir bilden das charakteristische Polynom: p? — 2 + (1 — A). Falls A > 0, hat dies die
Nullstellen 1 4+ v/, die allgemeine Losung hat also dann die Form

y(x) _ Cle(l-‘r\f/\)x —i—CQe(l_ﬁ)x )

Aus y(0) = 0 folgt ca = —c1, und aus y(7) = 0 dann ¢; = 0, also existiert nur die triviale Lésung,
und A > 0 ist also kein Eigenwert des Problems. Fiir A = 0 hat das Poynom eine doppelte Nullstelle
in 1, also ist hier die allgemeine Losung

y(x) = c1e” + cowe® .

Hier sorgt die Bedingung y(0) = 0 fiir ¢; = 0, und die Bedingung y(7) = 0 fiir co = 0; auch A =0
ist also kein Eigenwert. Ist nun A < 0, A = —p, so sind 147 -,/p die Nullstellen des Polynoms,
und die allgemeine Losung lautet

y(x) = cre”sin(y/px) + c2e” cos(y/px) .

Die Bedingung y(0) = 0 erzwingt ca = 0, und aus der Bedingung y(7) = 0 erhalten wir
cie” sin(y/pm) = 0. Dies hat genau dann eine Losung mit ¢; # 0, wenn sin(y/pm) = 0, also
VP €1{1,2,3,...}. Also sind (p = —\) die Zahlen A = —1, -4, -9, —16, ... Eigenwerte des Proble-

mes.

Aufgabe H35 (Variablensubstitution)
Bestimmen Sie die Losung der linearen partiellen DGL

Uy + uy = Y u(z,0) = cos(z) , z,y €R,

mit Hilfe der Variablensubstitution { =x+y,n=z—y .

Losung: Wir setzen wie mit der Variablensubstitution £ = = +y, » = x — y an, schreiben
w(&,m) = ulw,y) = u((€ +1)/2, (€ —n)/2) und haben damit

we(€,m) = 5“96(%@/) + 5“?;(%3/) = §e$+y = 565.

Dies hat die allgemeine Losung
1
w(é,n) = 56+ (),

nach u und x,y umgeschrieben also
1 ..
ulw,y) = 56" + el = y).
Nun erzwingt die Randbedingung, dass

1
iex + c(z) = cos(z),
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also
1

c(x) = cos(z) — 56”3.

Die Losung der DGL lautet somit

1
u(x,y) = §(e$+y — e V) + cos(x — y).

Aufgabe H36 (Lineare partielle DGL)
Gegeben sei die partielle Differenzialgleichung

1 3 3T
Ut(3 1)%, v(x,0)<x2_1>, x € R.

Bestimmen Sie die Losung.

Loésung: Wir gehen wie auf Folie 225ff vor. Dazu bestimmen wir zunéchst die Eigenwerte und
Eigenvektoren. Diese sind

)\1:4, ’U1—<1> /\2:—2, ’1)2—<_11>.

Damit erhalten wir die Transformationsmatrix

Wir setzen nun

und erhalten die Differenzialgleichung

4 0
Wy = 0 -2 Wy,

welche in die folgenden Transportgleichungen zerfallt:

wip =4w1, & wip—4wi, =0

woy = —271)273; < w2+ 2w27x =0
Damit lautet die allgemeine Losung
o hl(—4t — iL')
w(z,t) = ( ho (2t — )
wobei h; : R — R eine beliebige, differenzierbare Funktion ist. Transformieren wir die Anfangsbe-
dingung, so erhalten wir

_ _ 2 2 2
w(z,0) 2<—1 1 ><x2—1> <—§x2+§x+§ '

Einsetzen ergibt die Funktionen

1 3 1

hl(fﬂ) = 5 2—537—5
1 3 1
ha(z) = —§w2 — 5 + 3
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Somit lautet die transformierte Losung

(e t) = 8t2 + 4tz + 2% + 6t + 3z — 3
T\ 2 2t — L2 -3t a4+l )

Riicktransformation liefert uns nun die Losung

6% + 6tz + 3t + 3z
v(z,t) = Tw(z,t) = < 102 + 2t + 22 + 9t — 1 >



