TECHNISCHE
UNIVERSITAT

DARMSTADT

WS 2007/08
14. Dezember 2007

Fachbereich Mathematik
Prof. Dr. J. Lang
Dipl.-Math. C. Schonberger
Dipl.-Math. L. Kamenski

9. Ubungsblatt zur
,Mathematik III fir MB/MPE, LaB/WFM,

VI, WI/MB*

Gruppeniibung

Aufgabe G29 (Zum warm werden)
Kreuzen Sie die richtige(n) Aussage(n) an.

(a) Jede Funktion f: R, — R besitzt eine Laplace-Transformierte. [ ]ja [ | nein

(b) Die Laplace-Transformierte £{f} einer L-transformierbaren Funktion f : [0,00) — R ist eine

Funktion
i. [ ] mit Definitionsbereich R

ii. [ ] mit Definitionsbereich [0, c0)

iii. [ ] mit einem von f abhingigen Definitionsbereich

iv. [ ] mit einem Definitionsbereich der Form [a, c0) oder (a, c0)

(c) Die Funktion F(s) = 2 + s% ist die Laplace-Transformierte von

i [ ] ft)=2t+ 3¢t

i [ ] f0)=%2-3

ii. [ ] f(t)=2+3t

iv. [ ] f(t) =2e "t + 32

Loésung:
(a) Jede Funktion f: R4 — R besitzt eine Laplace-Transformierte. [ |ja [X] nein
(b) Die Laplace-Transformierte £{f} einer L-transformierbaren Funktion f : [0,00) — R ist eine

Funktion
i. [ ] mit Definitionsbereich R

ii. [ ] mit Definitionsbereich [0, c0)

iii. [X] mit einem von f abh#ngigen Definitionsbereich
iv. [X] mit einem Definitionsbereich der Form [a, 00) oder (a, 00)
(c) Die Funktion F(s) = % + s% ist die Laplace-Transformierte von
L[]ﬂ)_%+&2
i [ ] () =
ii. [X] f(t) = 2 + 3t
[ 17

iv. (t) = 2e7t + 32
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Aufgabe G30 (Laplace-Transformierte)
Man berechne die Laplace-Transformierten folgender Funktionen:
(a) f(t) =sinht —sint

(b) f(#) = cosh(t)

(c) f(t) = sin(4t)

(d) f(t) =(t—1)%*
Losung:

(a) Aufgrund der Linearitét (Folien, Kap. 8, Satz 1.1) gilt:

1 1 2
L{sinht — sint}=L{sinht} — Li{sint}zs2 e i

(b) Alternative 1: Laut Definition von cosh gilt cosh(t) = 3 (e’+e~!). Damit gilt mit der Linearitét

L{cosh(t)} = E{%(et +e )} = (ﬁ{et} +L{e™"}) = ;(3 : 13 j_ 1) = 328_ 1

Alternative 2: Es gilt cosh(¢) = (sinh(¢))’. Mit Satz 2 in Kap. 8 der Folien gilt dann

L{cosh(t)} = L{(sinh(t))'} = s+ L{sinh(¢)} — sinh(0) = s - 3271—1’
da sinh(0) = 0.
(¢) Wir wenden Satz 1.2 in Kap. 8 der Folien L£{f(ct)}(s) = 1E{f( )}(
o1 4
4 14 (1s)2 16+

(d) Fiir g :== (¢t —1)?2 und G = L{f} gilt L{(t — 1)%e7%} = G(s + 2) laut Dampfungs- und
Verschiebungssatz (Satz 3, Folien 8). Aus der Linearitét folgt

s) an. Somit ist

L{sin(4t)} =

LAt =1} = L7 — 26+ 1)=L{P) — 2L{} + L{)=5 — 5+
Es folgt:

) 2 2 1
L= = op ~rae T are

Aufgabe G31 (Riicktransformation)
Bestimmen Sie jeweils die Originalfunktion zu den folgenden Laplace-Transformierten:
(a) Fi(s) = = iﬁ_5 (Partialbruchzerlegung),
(b) Fy(s) = ln(s +2)+ ln(s + 1) (Differentiationssatz),
(c) Fi(s) = (S+2)2 + (S+2) (Dampfungs- und Verschiebungssatz).
Losung:

(a) Da s? +4s5—5=(s+5)(s — 1) ist, lautet der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung
s+4 A B

s2445—5 s—1 +s+5'
Es ergibt sich A =5/6 und B = 1/6, also
s+4 5 1 1 1
2445—5 6 5—1 6 s+5
Mit der Linearitit der Laplace-Transformation folgt

fi(s) = %exp(t) + éexp(—Bt).
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(b) Es ist
1 1

Fi(s) = ) + i L{exp(—2t)} + L{exp(—t)}.

Andererseits gilt nach dem Differentiationssatz (Satz 2.1 in Kap. 8 der Folien) Fy(s)" =
—L{tf2(t)}, also ergibt sich

1 1
fa(t) = 7 exp(—2t) — i exp(—t).
(c) Bsist £{t} = % und L£{t*} = %. Mit dem Dampfungs- und Verschiebungssatz(Satz 3 in
Kap. 8 der Folien) folgt somit

1
(s+2)°

412 Fexp(—2t) + = exp(—21)
- = texp(— — exp(—2t).
2(s+2)° P g P

fs(t)=L7" {

Aufgabe G32 (Lineares AWP mittels Laplace-Transformation 15sen)
Losen Sie das folgende lineare Anfangswertproblem mit Hilfe der Laplace-Transformation:

j+3y+2y=¢e,y0)=1,y0)=0

Losung: Sei Y := L{y}. Es gilt:

Lie'y = = = L{j+35+2)
= L{y} +3L{y} + 2L{y}
= s°L{y} — sy(0) — §(0) + 3(sL{y} — y(0)) + 2L{y}
= Y —s5+3sY —3+4+2Y
= (s°+3s+2)Y — (s +3)

Damit folgt:

1 s+3
(3—1)(32+33+2)+52+33+2

1 5+3
G-DE1D)E+2) (10612
1+ (s—1)(s+3)
(s=1)(s+1)(s+2)

52 4+25—2

(s—=1)(s+1)(s+2)

Wir machen eine Partialbruchzerlegung. Ansatz:

A n B n C  A(s*+3s+2)+B(s*>+s—2)+C(s* —1) 1 s2+25—2
s—1 s+1 s+2 (s=1)(s+1)(s+2) S (s=D(s+1)(s+2)
Es folgt:
A+ B+C= 1 3A— B =-1 6A =1
3A+ B = 2 = 3A+ B = 2 = 3A+ B = 2
2A-2B—-(C=-2 2A-2B—-C=-2 2A—-2B—-C=-2
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2 und somit

alsoA:%,B:%undC:—g,

1 3 1 2 1

1
Y =- + = - = )
6s—1 2s+1 3s+2

Da auch die Originalfunktionen zu den Laplace-Transformierten ﬁ, SJ%l und SJ%Q bekannt sind,

kénnen wir nun die Losung der DGL direkt angeben. Sie lautet:

1 3 2
y(t) = Eet + §e_t — ge_%.
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Hausiibung

Aufgabe H27 (Laplace-Transformierte)
Berechnen Sie die Laplace-Transformierten der folgenden Funktionen:

(a) fi(t) = 3cosh(t) — cos(2t) (Linearitét),

(b) fa(t) = (t/2)sin(4t) (Differentiationssatz),

(c) f3(t) = (t —1)%e~t (Dampfungs- und Verschiebungssatz).
Loésung;:

(a) Mit dem Streckungssatz (Satz 1.2 in Kap. 8 der Folien) gilt

1 s

L{cos(26)}(s) = %L’{cos(t)}(gs) s

Aus der Linearitét folgt.
3s s

s2—1 244
(b) Differentiationssatz: L{tf(t)} = —F(s)’. Also erhilt man

Fl(S) =

Fils) = L{ty sin(4n)} = — (L{sin(an)})' = — ( ; 16) G i816>2'

(vgl. Gruppeniibung fiir £{sin(4t)})

(c) Déampfungs- und Verschiebungssatz: L{exp(—at)f(t)} = F(s+ a). Da
2 2 1

E{(t—1)2}28—3—7+*

s s
gilt (vgl. Gruppeniibung), ergibt sich
2 2 1

Be =ty e et

Aufgabe H28 (Riicktransformation)

Bestimmen Sie jeweils die Originalfunktion zu den folgenden Laplace-Transformierten:
(a) F(s) = 2%k

(b) F(S) = (s2i1)2
(Es geniigt hier, wenn Sie das Ergebnis als Faltung zweier Funktionen angeben.)

(c) F(s) =In(s£)

Losung:

(a) Mittels Partialbruchzerlegung berechnen wir:

stl skl 18 02
24+s5—6 (s+3)(s—2) 5\s—2 s+3)°

Aufgrund des Linearitdtssatzes reicht es aus, die Originalfunktionen zu ﬁ und 57%3 zZu

kennen. Laut Beispiel aus den Folien sind das e? und e~%. Die gesuchte Originalfunktion ist

also 3 5
B e

£t = 2+ 2



9. Ubung Mathematik III fir MB/MPE, LaB/WFM, VI, WI/MB

(b) Die Laplace-Transformierte ist das Quadrat der bekannten Laplace-Transformierten 5271+1
Damit kénnen wir den Faltungssatz (Satz 4, Kap. 8 der Folien) benutzen. Es folgt:

£t) = £ { <(s21+1)>2} _ /Ot sin(t — ) sinu du = (sin +sin) (£).

Nach einer lingeren Rechnung (wird hier aber nicht verlangt) ist dies f(t) = Sini=tcost,

(c) Es gilt:

+ == (5) = (G0 o) - (G )

e e o G 2GR0 S (LR SR (1)
(In den obigen Schritten wurde Partialbruchzerlegung, Linearitét und der Differentiationssatz
benutzt.)
oder die Ableiung einfacher bestimmen, indem man In (%) =In(s + 1)—In(s — 1) ausnutzt.
Es folgt . C
e —e .
flt)= P sinht.

Aufgabe H29 (Laplace-Transformation und “Eigenwertansatz”)
Losen Sie das folgende lineare Anfangswertproblem mit Hilfe der Laplace-Transformation:

j+4y—5y=0, y0)=1, g(0)=0.

Vergleichen Sie die Losung mit dem bisher getétigten Ansatz (Nullstellen des charakteristischen
Polynoms berechnen, dann die Losung aus der allgemeine Losung der homogenen DGL durch
Einsetzen der Anfangswerte bestimmen). Versuchen Sie nicht nur das Endergebnis zu vergleichen,
sondern auch in den Losungsschritten Zusammenhénge zu finden.

Losung: Sei Y := L{y}. Es gilt:

L{0} =0 = L{j+49—5y}

= L{i}+4L{5} - 5L{y}

= s°L{y} — sy(0) — 9(0) + 4(sL{y} — y(0)) — 5L{y}

= Y —s+4sY —4-5Y (1)
= (2445—5)Y — (s+4) (2)

Vergleich: Man beachte, daB8 (s® +4s — 5) gerade das charakteristische Polynom der DGL ist (nur iiber s statt iiber
A geschrieben). Das liegt daran, daf§ laut Satz 2, Kap. 8 der Folien £{f'(¢)} = sL{f(t)} — f(0) gilt.

Es folgt:
1 5 1

4+ s 44 s L0
s+5 6s—1

s2+4ds—5 (s+5)(s—1)

1
Y(s) = = -
(5 -
|

Die letzte Umformung wird mit einer Partialbruchzerlegung bestimmt (fiir Méﬁ = SJ% + %
folgt A+ B =1 und —A + 5B = 4, also erhalten wir durch Addition der Gleichungen 6B = 5,

d.h., B= %, womit wir durch Einsetzen wiederum A = % berechnen kénnen).
Vergleich: bei der Partialbruchzerlegung lauten die Nenner der gefundenen Briiche gerade s+5 und s— 1. Die Zahlen

—5 und 1 sind dabei die Nullstellen von s® + 4s — 5, also des charakteristischen Polynoms.
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Fiir die Laplace-Transformierten —— und s—% lauten die Originalfunktionen e~®* und e’, also

lautet die Losung der DGL B
y(t) = ée_5t + %et.

Vergleich: Da —5 und 1 gerade die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind, bilden die Originalfunktionen
e % und €' fiir die Laplace-Transformierten S_'%L,) und s_% gerade das aus Satz 6.1 des Arbeitsbuches bekannte
Fundamentalsystem. Die Zahler % und % der bei der Partialbruchzerlegung entstandenen Briiche, die dann auch
die Koeffizienten vor den Funktionen aus dem Fundamentalsystem bilden, sind wiederum aus dem Term s + 4
in Gleichung (2) entstanden, also letztlich aus den Anfangswertbedingungen. Damit haben wir in dieser Losung
sozusagen in einem Arbeitsgang sowohl das Fundamentalsystem als auch die spezielle Losung der DGL iiber die

Laplace-Transformation bestimmt.

Aufgabe H30 (Zusatzaufgabe: Zum Nachdenken)
Konnen 1, s, s” fiir n € N, und e® Laplace-Transformierte sein?
Losung: Fiir jede Laplace-Transformierte F gilt lims_.oo | F'(s)| = 0.
Dies ist aber von keiner der angegebenen Funktionen erfiillt, also kann keine von ihnen eine
Laplace-Transformierte sein.



