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Gruppeniibung

Aufgabe G26 (Stabilitit linearer Systeme)
Gegeben sei das System y' = Ay mit

1 3 0
A=|-3 -1 0
0 4 =2

a) Uberpriifen sie die Stabilitit des Systems via

i) Berechnung der Eigenwerte
ii) des Routh-Hurwitz-Kriteriums.

b) Vergleichen Sie Thre Ergebnisse aus i) und ii). Erhalten sie dieselben Stabilitéitsaussagen, so
begriinden Sie dies. Erhalten Sie unterschiedliche Stabilitdtsaussagen, so erkldren Sie den
Grund und geben an, ob das System stabil ist, oder nicht.

Loésung:
a) 1) Wir bestimmen das charakteristische Polynom von A. Es lautet
PO =1 =X)(-1=X)(-2-X)+9(-2—-X) = (A+2)(A\* +3). (1)

Somit ergeben sich die Eigenwerte \j = —2, Ay = /8 und \3 = —/8i. Da wir drei
unterschiedliche Eigenwerte erhalten, gibt es kein Jordank&stchen der Dimension > 1.
Somit geniigt es nach Satz 1 (Folie 156), dass Re(\;) < 0 ist. Dies ist der Fall, und somit
ist das System stabil.

ii) Nach (1) lauten die Koeffizienten
ap=1, a1 =2, ax=8 und a3=16.

Somit ergibt sich fiir das Routh-Hurwitz-Kriterium die Matrix

2 16 0
H=|1 8 0
0 2 16

—_
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Die Hauptabschnittsunterdeterminanten lauten

det(2) = 2
2 16
det<<1 8>> =0 und
2 16 0
det 1 8 0 = 0.
0 2 16

Somit sind nicht alle Hauptabschnittsunterdeterminanten gréfler als 0. Damit kann nach
diesem Kriterium keine Aussage iiber die Stabilitdt getroffen werden.

b) Nach i) ist das System stabil und nach ii) kann keine Aussage getroffen werden. Also ist das
System stabil. Es ist kein Widerspruch, da ii) nicht die Aussage liefert, dass das System nicht
stabil ist.

Aufgabe G27 (DGL n-ter Ordnung)
Gegeben sei das Anfangswertproblem

y'(@) =y (2) = 2y(x) = cos(z), y(0)=2, ¢'(0)=1
a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom und berechnen Sie dessen Nullstellen.

b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der homogenen Gleichung durch Angabe eines Funda-
mentalsystems.

c) Bestimmen Sie eine partikuldre Losung durch einen speziellen Ansatz und geben Sie die ge-
samte allgemeine Losung an.
Hinweis: Welcher Ansatz fiir die partikulidre Losung eignet sich ganz gut bei dieser Inhomo-
genitit?

d) Bestimmen sie die Konstanten geméf der Anfangsbedingungen.
Loésung:

a) Das charakteristische Polynom lautet

Damit hat es die Nullstellen

AN = —1 und
Ay = 2.
b) Die Funktionen y(z) = €** und y2(z) = e~ bilden ein Fundamentalsystem (siehe auch Satz
7, Folie 147/148). Damit lautet die allgemeine homogene Losung

yp(z) = 1% + coe ",
c) Passender Ansatz fiir die rechte Seite:

yp(r) = Acosxz+ Bsinx

—Asinz + Bcoszx

<

o

—~
8
I

yh(z) = —Acosx — Bsinx
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Einsetzen in die DGL liefert:

—Acosx — Bsinz — (—Asinz + Bcosx) —2(Acosx + Bsinz) = cosz
& (—3A—B)cosz+ (A —3B)sinx = cosz.
Koeffizientenvergleich ergibt
—-3A-B =
A-3B = 0.

Damit 3 1
A = —1—0 und B = —E

Eine partikuldre Losung der DGL lautet demnach

yp(z) = ~10°%% " 15 sin z.
Damit ist die allgemeine Gesamtlésung gegeben durch
3 1
y(x) = c1e® + cge™ — 10°%% ~ 19 sin x. (1)
d) Zur Bestimmung der Konstanten benétigen wir die Ableitung y/(z):
3
Y () = 2¢1€%® — cpe™ + 10 sinx — g Co5% (2)

Aus (1) ergibt sich

3
cp+c——=2

10
und aus (2) ergibt sich
1
21 — s — — = 1.
C1 C2 10
Es folgt ¢ = % und c3 = %. Damit lautet die Gesamtlosung
17 7
y(x) = 1—5€2m + ée_m ~19%5% 15 sin .

Aufgabe G28 (Stationdrer Punkt)

Sei

2

1
flz,y) = 322 — Ty + 2y2 + 5 sin? x cos? 1.

Zeigen Sie mittels Satz 5 der Vorlesung (Kapitel: Stabilitét, Folie 156), dass z* = <0

0> ein stabiler

stationarer Punkt von
P2 Vi), 0=z zz(ﬂ"‘“))

ist (dieser ist sogar der einzige).
Hinweis: Wenn A = (a;;) und B = (b;;) symmetrisch sind und a;; > 0 ist, dann erfiillen die
Eigenwerte von A + B die Ungleichung

n n
A > min{aii — Z |b2]| — Z |aij| 1< < n}
Jj=1 Jj=1
J#

Fiir eine Abschétzung bietet es sich an, die Formel sin z cos x = %Sin 2x zu benutzen.
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Losung: Es gilt:

2

62 —y + sinz cosz cos®y
—z 4+ 4y —siny cosy sin“x

= -vie) - (

Da 2 per Definition ein Potential besitzt, ist die Jakobimatrix von 2z symmetrisch. Es gilt:
3p(z) = 6 -1 + cos? y(cos? x —sin®z)  —2sinx cosx siny cosy
= -1 4 —2sinx cosz siny cosy —sin? z(cos? y — sin? y)

=A =:B

Wir wenden den ersten Hinweis an. Sei dazu A die linke und B die rechte Matrix.
Fiir ¢« = 1 gilt dann:
6—‘1)11’—’[)12‘—’@12’ 26—2—2—1:1

Die zweite Ungleichung gilt, da b;; und by aus cos- und sin-Termen zusammengesetzt sind, die
wir nach oben durch 1 abschéitzen konnen.
Fiir ¢ = 2 gilt:

— |021| — |022| — |G21 2 — SINx COSXT SIMY COSY| — | SN x(COS™ Yy — sSIn" y)| —
4—|b b 4 — |25si i in2 2 in? 1

1 1
= 4- \5 sin2x§ sin 2y| — | sin? z(cos® y — sin? y)| — 1

11
> 4-—=-.--2-1
= 2 2

_ 3

4

(Man sieht leicht, daf§ die fiir ¢« = 1 benutzten, groberen Abschétzungen der sin- und cos-Terme
durch 1 hier nicht zum Ziel fiihrt).

Es folgt also:

3 3
A in{l, -} =-
>m1n{,4} 1

fiir beliebige Eigenwerte A von Jr(z).

Damit hat Z nach Satz 5 (Folie 165) genau eine Nullstelle, die ein stabiler stationérer Punkt
von z = —V f(z) ist. Da aber z* offensichtlich eine Nullstelle von V f(z) ist, ist gerade z* diese
eindeutige Nullstelle und damit ein stabiler stationdrer Punkt von 2z = —V f(z2).

Hausiibung

Aufgabe H24 (Stabilitdt linearer Systeme)
Untersuchen Sie, ob die DGL v/ = A,y stabil ist fiir

1 -1 0
A1:<Io7 _319> und  Ay=|1 -2 1
0 1 1

Losung:
(a) Fir Ay gilt:
P(\) = A% + 26\ + 103

Also
—26 /262 — 4103 —26 £+ 16.25

2 2
Die Realteile beider Nullstellen sind negativ, also ist die DGL stabil.

A2 =
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(b) Fiir Ag gilt:

Damit ist A\; = —2 eine einfache und Ay = 1 eine doppelte Nullstelle.
Da es Nullstellen mit positivem Realteil gibt, ist dieses System nicht stabil.

Aufgabe H25 (Routh-Hurwitz-Kriterium)
Priifen Sie mittels des Routh-Hurwitz-Kriteriums, ob die Nullstellen \; von

2t =323 4222 + 22— 4

alle das Kriterium Re()\;) < 0 erfiillen.
Losung: Die Matrix H ist:

-3 2 0 O
1 2 -4 0
0 -3 2 0
o 1 2 -4

Die erste Hauptabschnittsunterdeterminante ist —3. Damit gibt es nach dem Routh-Hurwitz-
Kriterium (Satz 2, Folie 157) eine Nullstelle A mit Re(\) > 0.

Aufgabe H26 (Inhomogenes DGL-System)
Gegeben sei das inhomogene lineare System

y = Ay + b(x)

17 9 e20r
A= <_1 23> und  b(z) = <$620x> .

Aus der Vorlesung ist bekannt!, dass die allgemeine homogene Lésung

yg = 6162096 <i)> + 02620x <3l‘;— 1)

lautet. Bestimmen Sie nun die allgemeine inhomogene Lésung.

mit

Loésung: Wir bestimmen eine partikuldre Losung mit Variation der Konstanten. Wir setzen

yp = c1(z)e*” (i’) + eo()e?0 <3:U + 1> .

X

Aus dem Ansatz “Variation der Konstanten” folgt W - ¢ = b mit der Matrix W mit den Fun-
damentalsystem als Spalten, dem Koeffizientenvektor ¢ und der Inhomogenitit b (man erhélt das
durch Differenzieren und Einsetzen von yp in die DGL). Somit erhalten wir die folgende Gleichung

fir ¢; und cg:
3e207 (3w + 1)\ (¢ 20z
20z re20z c’2 = 220z

lygl. Folie 132ff
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c 36207 (3z 4 1)e20® 1/ o202
0/2 = 20z re20x re20x | -

<—xe‘20x (3z + 1)6_20:0)

Daraus folgt

Die Inverse lautet

e—20m _36—20x

c) —ze 207 (3x 4 1)e 202 [ 202 32
A = e~ 20z 3¢~ 20z 2e20 ) — {13,

Integration liefert uns nun

Somit erhalten wir

01:/3:172 de = 23,
3 2
o= [ (1—3xz) da;:a:—ia;.

Somit gilt

3 3 3r+1 e20r (343 4 322 + 21
_ 3,20z 2.2 20z _
yp=17¢ <1>+<x 2$>€ < x > 2 —z3 4+ 222 :

Damit ergibt sich fiir die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung

20z 3 2
e -3 3 2 3 3 1
y=yp+ynm = < Ty x>+61ezom<1>+02ezom<x+ >

2 —23 + 222 T



