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Gruppeniibung

Aufgabe G23 (Wiederholung: homogenes System, inhomogenes System, Partikularlosung)
Gegeben das folgende DGL-System

¥ = 2z + 3y +27e%,
y = bz —y.

a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des dazugehorigen homogenen Systems.

b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des inhomogenen Systems.

c) Seien Anfangswerte z(0) = 4 und y(0) = —2 gegeben. Bestimmen Sie die Losung dieses
AWPs.

Losung:

a)
A= (2 _31> .
Das charakteristische Polynom lautet
det(A— M) =0e X\ -\ —20=0.
Eigenwerte sind die Nullstellen dieses Polynoms:
A =—4, =5

Eigenvektoren:
fiir Ay = —4 erhéilt man

(A=XI)v=0<% 6v; +3v2 =04 vy = —2v; und damit z.B. einen Eigenvektor <_12> .
Fiir Ay = 5 erhélt man
(A—=Xol)v =0« —3v; +3vy =0 < vy =v; und damit z.B. einen Eigenvektor <1> .

Damit ist die allgemeine Lésung

() = (1)t (1) .
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b)

Die Losung des inhomogenen Systems bekommt man mit Hilfe der Methode “Variation der

/
Konstanten” mit dem Ansatz W (t) <Zl> = b(t). Die Spalten der Matrix W werden von dem
2
Fundamentalsystem gebildet. Damit erhélt man:
4t ot 1 / B 9765t - 1 / B i ot bt . 2765t B 09t
—2e 4 St \ey) T L0 co)  3et \2e7H U o ) \18

Durch das einfache Integrieren erhilt man (Integrationskonstanten auf 0 gesetzt, da wir nur
eine Partikularlosung finden wollen)

a) (e

C9 a 18t

und somit lautet die allgemeine Losung unseres Systems

(;) = (% 4 ¢1) <_12> e + (18t + ) G) o5t

Mit der Bedingung (;) (0) = (_42> erhélt man ¢; =1 und cg = 2.
Die gesuchte Losung des AWPs lautet damit

<§> = (" +1) <_12> e~ 4 (18t +2) G) 5t

Aufgabe G24 (DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten)
Gegeben sei die folgende Differentialgleichung:

y (@) + 2y () + y(x) =0

Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem und die allgemeine Losung.

Losung: Wir bestimmen das charakteristische Polynom:

P\ = M+222+1

(A2 +1)?
Dieses hat die Nullstellen
A1 = i (doppelt),
A2 = —i (doppelt).

Somit erhalten wir vier linear unabhingige Losungen:

gi(z) = e
ga(z) = ze'®
Ja(z) = e@
Ja(z) = we ™

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist eine Linearkombination der Losungen des
Fundamentalsystems:

y(x) = c1-g1(x) + 2 Ja(w) + c3 - G3(x) + ca - Ga(z)

= (c1 4 cox)e™ + (c3 + cyw)e 2.

+cq e
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Aufgabe G25 (Fundamentalsystem, Jordannormalform)
Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem des folgenden Systems linearer Differentialgleichungen:

Y= 91—
Y = Y1+ Ty

Hinweis: Die Jordannormalform muss nicht explizit bestimmt werden.

a=(17)

und kénnen somit das System wie folgt auffassen:

(k)= ()

Das charakteristische Polynom von A lautet dann

Loésung: Wir setzen

PO\) = (9= N(T—-X)+1=(\—8)>%.

Damit haben wir den doppelten Eigenwert A\; = 8. Wir wenden nun Satz 6 aus dem Skript (Folie
144) an und bestimmen zwei linear unabhéngige Losungen 211 und z; 2 der Gleichung

2
1 -1
(A= X\I)z = (1 _1> 21,5 =0.

Go)-00)

ist der Losungsraum der Gleichung R? und wir wihlen 0.B.d.A. als linear unabhiingige Losung

1 0
21,1 = (O) und 212 = <1> .

Damit erhalten wir als Fundamentalsystem:

Wegen

y1,1 = exp(8x) Z:p ( (4- 8I)V> 21,1

— exp(82) (m ta G j) (é)) — exp(8z) ((é) b <1>>
Y12 = exp(8x) Zw < (4- 8I)V> 21,2

— exp(8z) (m +z G j) (2)) _ exp(8z) ((?) tz (: 1))
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Hausiibung

Aufgabe H21 (Wiederholung: homogenes lineares AWP)
Bestimmen Sie die reelle Losung des folgenden AWPs:

‘fl—f = 2z+4+y— 2z, T 3
% = —u, mit [y ]| (0)=1]-1
% == xr + y - Z7 z 2
/
x x
Losung: Das System bringen wir zuerst in die Form [y | = A |y
z z
z\’ 2 1 -2\ [z
y] =1-1 0 0 Y
z 1 1 -1 z
Zuerst bestimmen wir die Eigenwerte der Matrix, also
2 1 =2
det [[-1 0 0] -A|=0e-X4+XN-2A+1=0c-ON-1)HN\+1)=0.
1 1 -1

Daraus erhalt man
A =1, A3 ==i

Bestimmung der dazugehorigen Eigenvektoren:

fir )\1 =1:
(A-MDHv=0(A-1-I)v=0
1 1 -2 VU1
S| -1 -1 0 vy | =0
11 -2/ \us
1 1 -2 VU1
s | -1 -1 0 V2| = 0
0 0 -2 U3
1
Damit v3 = 0 und v; = —v9 = Ein Eigenvektor ist z.B. | —1
0
1
Analog bestimmt man den zugehorigen Eigenvektoren fiir den Eigenwerte ¢, und zwar | ¢
1

Da die Matrix reell ist und die Ay 3 komplex-konjugiert, sind auch die zu diesen Eigenwerten
zugehorige Eigenvektoren komplex-konjugiert (dazu siehe auch Folie 130), damit hat der Eigenwert

1
—i den Eigenvektor | —i
1
Die allgemeine homogene Losung ist damit
T 1 1 ' 1 '
yl=c1 | -1]e"+eca|i]e®+ez|—i]e™.
z 0 1 1
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Die reelle Losung des Systems lautet damit (siehe auch Folien 130-131)

T 1 cost cost 1 cost sint
y|l =c|—1 el+co | —sint eVt +c3 | sint eVt = e | =1 ] el+ey | —sint | +c3 | cost
z 0 cost cost 0 cost sint

Beim Einsetzen des Anfangswertes erhélt man

3 1 1 0
1| =c|-1]4+c|[0]+c|1 = =1, =2 ¢c3=0
2 0 1 0

und die gesuchte Losung des AWP’s ist
T el +2cost
y| = —e —2sint
z 2cost

Aufgabe H22 (Fundamentalsystem)
Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem des folgenden Systems linearer Differentialgleichungen:

Y1 = —Yy1+y2 — 2y3
Yy = 4dy1 + y2
Y3 =2y1 + Y2 — Y3
Hinweis: Die Jordannormalform muss nicht explizit bestimmt werden.

Losung: Wir setzen

-1 1 -2
A=|14 1 0
2 1 -1
und konnen somit das System wie folgt auffassen:
Y n
v | = A | v2
Ys Y3

Das charakteristische Polynom von A lautet
POA) = (=1=X2(1=XN) =8+4(1 =N +414+X) =1 -N1+ N~
Damit erhalten wir die Nullstellen
Ao =1 (einfach)
Ao = —1 (doppelt).

Wir benutzen nun Satz 6 aus dem Skript (Folie 144) um ein Fundamentalsystem zu bestimmen,
ohne die Jordannormalform explizit auszurechnen. Fiir den Eigenwert A; brauchen wir nur den
zugehorigen Eigenvektor 211 zu bestimmen, da die algebraische Vielfachheit von A; eins ist. Wir
16sen dazu die Gleichung

(A — /\1[)731,1 = (A — 1)2171 =0

und erhalten als einen moglichen Eigenvektor

21,1 =

=N O
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Fiir den Eigenwert Ao mit algebraischer Vielfachheit zwei bestimmen wir zwei linear unabhéngige
Losungen zp 1 und 222 der Gleichung

0 0 O
(A—/\21)222,j:(14+])2z2,j: 8 8 -8 Zg,j:().
4 4 —4

Wir erhalten zum Beispiel die linear unabhéingigen Losungen

0 1
22,1 = 1 und 222 = 0
1 1

Einsetzen in die Formel aus Satz 6 (Folie 144) liefert dann das Fundamentalsystem

0
yi1 = exp(x) -z = |26
6"2
! A+I
Y2,1 = exp Z < >2’271
v=0

-2 0

= exp(— Z1+x 4 2 0 1

0 1

= exp(—

1

(A + I)
Y22 = exp Z < ) 222

v=0

0 1 -2 1
= exp(—z) | 2z2+2(4 2 0 0
21 0 1
1 -2
= exp(—x) 0]+ 4 .
1 2

Aufgabe H23 (DGLn n-ter Ordnung)
Losen Sie die Aufgabe H19, falls nicht bereits geschehen.

Loésung: Siehe Losung Aufgabe H19.



