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Gruppeniibung

Aufgabe G15 (Zum warm werden)
Zeigen Sie, dass die Monomfunktionen y;(x) = 2° fiir i = 0, 1,2, 3 linear unabhsingig sind.

Losung: Wir wenden Satz an (Folie 101) und bestimmen die Wronskische Matrix. . .

1 z 22 2°
0 1 2z 322
W@ =100 2 6
00 0 6

Nun bestimmen wir die Determinante von W':
det(W(z))=1-1-2-6#0
Somit sind die Monomfunktionen vy, . .. ,ys linear unabhéngig.

Aufgabe G16 (Fundamentalsystem)
Gegeben sei die inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung L(y) = 12z fiir x > 0 mit

3 3
L(y) == —3y" — 2y + 2.
(y) U s ¥

a) Zeigen Sie, dass die Funktionen y;(z) = 4z und y2(z) = 1 ein Fundamentalsystem zu L(y) =

0 bilden.

b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des inhomogenen Problems mit der Methode der Va-
riation der Konstanten.

Loésung:

a) Zunéchst ist zu zeigen, dass y; und yo die Gleichung L(y) = 0 16sen.

yi@) =4z yi(2)=4  y{®)=0

3 3
L =0——-44+ = -4 =0
(yl) ~ + 2 €T
und !
/ "
ya(z) = o Yo(z) = 2 2(z) = 3
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6 3 1 3 1

L) = —— + 2. 4+ 2.2 =0

(2) x3 * x x2 2?2 =z

Nun ist die lineare Unabhéngigkeit von y; und ys zu zeigen. Diese liegt vor, falls det(W (z)) #
0 fiir alle z > 0 gilt.

W(z) = <44”“’ _1) S det(W(@) = = 2= 8 4y

fiir x > 0. Also bilden y; und y2 nach Satz 4 (Folie 108) (Skript) ein Fundamentalsystem zu
L(y) = 0.
b) Nach Skript/Buch ist das folgende Gleichungssystem zu lésen:

(7 ) (- (8)- (%)

d.h. durch Umformung

2 1
= Zvh=42 = =2 = vg(x):§3:4
x
1 2z 1 1
do-vj+--2%=0 = =-""—__2 = — ——2?
x Ul+a: x vy i 5% v1(x) i

Eine spezielle Losung des inhomogenen Problems lautet

Yo(z) = v1(z) - ya(z) + v2(x) - y2(z)

L o L g1 3,13 L 3
= _Zx%2.4 pt o — I3
495 T+ 23: - T° + 295 23:
Die allgemeine Losung des inhomogenen Problems lautet:
11,
y(@) =yu(@) +plz) =daz+e——g2°,  anek

Aufgabe G17 (Variationsdifferentialgleichung)
Im folgenden bezeichne (-)" die Ableitung nach x und d% die Ableitung nach dem Parameter a € R.

Wir betrachten das folgende Anfangswertproblem:

Y =ay, y(0) = 1.

a) Bestimmen Sie eine Losung y des Anfangswertproblems in Abhéngigkeit von a, d.h. y(z;a).

b) Berechnen Sie nun die Ableitung dieser Losung nach dem Parameter a.

c) Losen Sie nun die zugehorige Variationsdifferentialgleichung fiir %(y(x; a)) mit %y(o; a)=0
und {iberpriifen Sie, dass Sie die gleiche Losung wie in b) erhalten.
Hinweis: Seite 79 der Vorlesungsfolien, Variation der Konstanten, fiir y(z;a) ist hier die
Losung aus a) einzusetzen.

Losung:
a) Durch Trennung der Veréinderlichen berechnet man y(x;a) = exp(a z).

b) Es gilt:
L) =z explaz) = 2y(2)
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c) Die zugehorige Variationsdifferentialgleichung lésst sich wie folgt schreiben:

d d d
<@y> =a <@y> +v, @y(O) =0.

Wir setzen nun z := %y und erhalten die folgende DGL:

Z=az+y, z(0) =0.

Die Methode der Variation der Konstanten liefert nun

und somit

z(z) = c(x) exp(ax),

2 (x) = c(z)a explazx) + d(x) explax).

Einsetzen in die DGL liefert

c(z)aexp(ax)+ d(z)exp(ax) = ac(z) explar) +y
& d(z)explaz) =y

Mit y(z) = exp(ax) folgt nun dass ¢(z) = 1, d.h. ¢(z) = z + ¢. Mit der Anfangsbedingung
erhdlt man nun (0 + ¢) exp(a - 0) = 0, und somit ¢ = 0. Dann gilt

z(x) = zexp(ax)

was nun tatséchlich dieselbe Losung wie in b) ist.

Aufgabe G18 (Potenzreihenansatz)
Losen Sie das Anfangswertproblem

Y=y +(1-2)y—1, y0)=1

fiir —1 < z < 1 mit Hilfe eines Potenzreihenansatzes.

a) Berechnen Sie die Koeffizienten ag, a1, ..., as der Potenzreihe.

b) Leiten Sie aus a) eine Vermutung beziiglich der Werte der Koeffizienten a,, fiir n € Ny ab.
Wie lautet die Losung, wenn Thre Vermutung richtig ist? Machen Sie die Probe.

Losung:

a) Wir verwenden den Potenzreihenansatz

wobei

y(x):Zanxn=a0+a1x+a2x2+x3x3+...,

o0
Y (x) = Z nanz” ! = aj + 2a0x + 3x32? + dagx® + . ..
n=0

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung folgt
(y())* + (1 =) - y(z) - 1
= a% + 2apa1z + (2a0as + a2)x? + (2apaz + 2a1a2)2® + (2apa4 + 2a1a3 + a3)z + . ..

+ (1 —x)(ag + arz + agz® +...) — 1

= (a3 +ag — 1) + (2apa1 + a1 — ag)x + (2apas + a3 + ag — ay)x

2

+ (2apa3 + 2a1as + a3 — az)z® + (2apay + 2a1a3 + a3 + ag — az)zt + - - -



5. Ubung Mathematik III fiir MB/MPE, LaB/WFM, VI, WI/MB

Aus der Anfangsbedingung y(0) = 1 ergibt sich
ag = 1

und durch einen Koeffizientenvergleich folgt

1 a1:a3+a0—1 = a1 =1
T : 2a9 = 2apa1 + a1 — ag = ag=1
z? 3a3:2a0a2+a%+a2—a1 = az3=1
3 day = 2apa3 + 2a1a0 + az — as = as=1
zt 5a5:2a0a4—|—2a1a3—|—a§+a4—a3 = a5 =1.

b) Aufgrund der Ergebnisse des Aufgabenteils a) kénnen wir vermuten, dass
a, =1 fiir alle n € Ny.

In diesem Fall wire
o0 1
y($):1+$+$2+$3+zygoxuzm fuI'|IIf|<1

Wir machen die Probe. Mit

V@) =~ () = =3
folgt
@)+ (1 =) y(w) =1 = T+ (1=2)- 25— 1= = = 1@
und 1
y(0)=1—5=1
Damit ist 1
y(@) =7

die Losung des Anfangswertproblems.
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Hausiibung

Aufgabe H14 (Lineare Unabhéngigkeit)
Welche der folgenden Funktionensysteme sind linear unabhéngig iiber R?
a) yi(x) ==z, ya(x) =€, ys(z)=snz
b) yi(z) = 2%, yo(zx) =2sinz, ys3(x) =322 —sinx
O a), O b), O a) und b), O keines von beiden.

Losung: Fiir den ersten Satz von Funktionen stellen wir zunéchst die Wronski-Matrix auf. Sie

lautet:
yi(z) yo(x) y3(x) r e¥ sinz
W= yi(x)  yulx)  yi(x) = 1 e cosz
yi(x) yy(x) yi(x) 0 e¥ —sinx

Die Determinante der Wronski-Matrix ist:
detW =¢e® - ((2—x) -sinz — 2 - cos z)

Da sie nicht identisch verschwindet, ist das System linear unabhéngig. Fiir den zweiten Satz sehen
wir direkt dass

yz = 3y1 — (1/2)y2

Also ist y3 linear abhingig von y1, yo.
Die Losung lautet demnach

X a), O b), O a) und b), O keines von beiden.

Aufgabe H15 (Parameter)
Im folgenden bezeichne (-)" die Ableitung nach x und d% die Ableitung nach dem Parameter a € R.
Wir betrachten das folgende Anfangswertproblem:

Y =axy, y(x0) = yo-

a) Bestimmen Sie eine Losung y des Anfangswertproblems in Abhéngigkeit von a, d.h. y(z;a).
b) Berechnen Sie nun die Ableitung dieser Losung nach dem Parameter a.

c) Losen Sie nun die zugehorige Variationsdifferentialgleichung fiir %y mit d%y(:no; a) = 0 mit-
tels der Methode der Variation der Konstanten und iiberpriifen Sie, dass die Losung mit der
Losung in b) iibereinstimmt.

Loésung:
a) Esgilt: y(z) = k(a) - exp(322a) mit k(a) := %
ex §ZEOII
b) Man erhélt:
d d 1, d 1,
@y(x) = k(a) <da exp <2x a>> + <dak‘(a)> exp <2a: a>

1 1 1 1
= k(a)§$2 exp <§x2a> - 5:::31@(@) exp <§JE2CL>

= 5(a* — a3) b{a) exp <%x2a>
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c) Die zugehorige Variationsgleichung lésst sich wie folgt schreiben:

i / - i + i (9) =0
day =ax day yx, day Zo) =V.
Mit z := d%y ergibt sich die folgende DGL:

Y =axz+yz, z(xg) =0.

Methode der Variation der Konstanten liefert:

und somit
2 (x) = c(x) k(a) ax exp <%x2a> + () k(a) exp <—x a> .

Einsetzen in die DGL liefert dann
L o / L o L o
c(x) k(a) ax exp J%a + c'(x) k(a) exp J%a) = axc(x)k(a) exp J%a +zxy,

d.h.
1

d(2) k(a) exp (-

2 —
5% a) =xy.

Da y(z) = k(a) exp (322a) gilt, folgt ¢/(z) = z, d.h. ¢(x) = 322 + c. Die Anfangsbedingung

z(xo) = 0 liefert nun

1 1
(5:133 + c> k(a) exp(ia . :Eg) =0,

also gilt ¢ = —%:pg. Hiermit gilt

o(z) = %(:ﬁ — ) k() exp (%x2a> ,

was tatséchlich dieselbe Losung wie in b) ist.

Aufgabe H16 (Fundamentalsystem)
Gegeben sei die inhomogene Differentialgleichung 3. Ordnung
In (x)

Ly === @>0)

mit
L(y) = 2y" — 2y
a) Zeigen Sie, dass die Funktionen y;(z) = 1, yo(2) = 23 und y3(z) = In (z) ein Fundamental-
system zu L(y) = 0 bilden.

b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des inhomogenen Problems mit der Methode der Va-

riation der Konstanten.
In (x)
4

@ 1

dr = S
v 3z3 93

Hinweis: Es gilt

Loésung:
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a) Um zu zeigen, dass die Funktionen

yi(z) =1, ya(z) = 2°

ein Fundamentalsystem zu
L(y) =0
bilden, miissen wir nachweisen, dass

i) w1, y2 und y3 die homogene Differentialgleichung L(y) = 0 losen
ii) w1, y2 und y3 linear unabhéngig sind.

zu i): Wegen

yi(z) =1, yi(z) =0, ¥ (z) =0 und " (z)=0
folgt

Ly) =22 - y"(x) =2 -yi(x) =2>-0-2-0=0
und somit ist y; eine Losung der homogenen Differentialgleichung L(y) = 0.
Mit

ya(z) = 2°, yh(x) = 32%, y5(z) =62 und yy'(x) =6
erhalten wir
L(ya) = 2”3 () — 2 - yh(x) = 62° — 62° = 0,

weshalb auch y, eine Losung von L(y) = 0 ist.

Schliefllich ergibt sich mit

1 1 9
y3(z) = In(z), ys(zx) = e y3(x) = —— und y3 (z) = =

noch 9 ) 5 9
I3 2 _ 9.4/ _ 2.5 9.2 _2_ 2 _9
(1) = 2% 4 () — 2 ph(e) =a® S =202 = 22

und damit bildet auch ys3 eine Losung von L(y) = 0.
zu ii): Wegen

1 23 In(x) 1 1
detW(z) =det |0 322 1 :3x2~<——>—6x-—:—3—6:—97€0
z x2 x

sind y1, y2 und y3 nach Satz 5.1 im Skript linear unabhdngig.
Somit bildet {y1,y2,y3} ein Fundamentalsystem zu L(y) = 0.

b) Geméf der im Skript beschriebenen Vorgehensweise verwenden wir den Ansatz

Yo(x) = v1(2) - y1(2) + va(2) - y2(z) + v3(2) - Y3(2)
= vy (z) + vo(z) - 23 + v3(x) - In(z).

Dieser fiihrt auf das Gleichungssystem

1 23 In(x) vl (z) 0
0 322 2 vh(z) = 0 |,
0 6z — % vh(z) hlx(—gf)
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welches zu dem System

9z 3z 18 9
(o) = [ e = 5 - o
) = [ ) g ()
Einsetzen in den Ansatz ergibt
te) =~ ey e _ne) L (o)’
= (@) + (n(@)?] g[8+ 3In(a)].

Die allgemeine Ldsung des inhomogenen Problems lautet nun

y(x) = yn(z) + yo(x)

=ci-14cy-2®+c3-In(z) — 1i8 [In(z))? + (In(z))?]

1

a1 14 3In(z)],

wobei ¢, co,c3 € R.



