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Gruppeniibung
Aufgabe G10 (Zum warm werden)

(a) Entscheiden Sie, ob die folgende Aussagen wahr sind:

Richtig  Falsch
Jedes Anfangswertproblem besitzt genau eine Losung. [] []

Eine differenzierbare Funktion f : R D (a,b) — R ist genau dann
Lipschitz-stetig, wenn ihre erste Ableitung beschrénkt ist. [] []

Wenn f: R D (a,b) — R nicht differenzierbar ist,
dann ist f auch nicht Lipschitz-stetig. [] []

Ist f:R2D D — R: (z,y) — f(z,y) stetig partiell nach y
differenzierbar, dann ist L := max{fy(z,y) : (z,y) € D} [] []
eine Lipschitz-Konstante beziiglich y, falls L < oo.

(b) Es sei I := [0, 00]. Weiter sei A die Aussage: f(z,y) erfiillt eine Lipschitzbedingung in y auf
dem Intervall I x I. Kreuzen Sie die richtigen Aussagen an.

A ist wahr A ist falsch

flz,y) =2y [ ] [ ]
flxy) =12y [ ] [ ]
flz,y) =1y [ ] [ ]
fl@y) = 52 - v? [ ] [ ]
flx,y) = 2%+ 2y [] []

Loésung:
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Richtig  Falsch
Jedes Anfangswertproblem besitzt genau eine Losung. [] [x]

Eine differenzierbare Funktion f: R 2 D — R ist genau dann
Lipschitz-stetig, wenn ihre erste Ableitung beschrankt ist. [z] []

Wenn f: R D (a,b) — R nicht differenzierbar ist,
dann ist f auch nicht Lipschitz-stetig. [] [z]

Ist f:R2D D — R: (z,y) — f(z,y) stetig partiell nach y
differenzierbar, dann ist L := max{f,(z,y) : (z,y) € D} [x] []
eine Lipschitz-Konstante beziiglich y, falls L < oo.

Genauer:

i.

ii.

iil.

v.

Falsch. Gegenbeispiel: y' = +/|y| vgl. Bsp. 2 auf Folie 61.

Richtig. Begriindung: Da f differenzierbar ist, kénnen wir den Mitelwertsatz anwenden:
Sei f : [a,b] — R stetig auf [a, b] und differenzierbar auf dem offenen Interval (a, b); dann
existiert ein zg € (a,b) mit f'(zg) = W.

Angenommen die Ableitung f/(x) ist beschriinkt, d.h es existiert ein L mit |f/(x)] < L

fiir alle x € D. Seien x1,x9 € D (mit 21 > z2). Nach dem Mittelwertsatz gibt es dann ein
wo mit f/(zg) = HEV=IE2) Also gilt auch [ f(x1) — f(x2)| = | f/(0)| - &1 — 22| Da die

Ableitung beschrinkt ist gilt weiter |f(x1) — f(z2)| = | f'(zo)| - |21 — 22| < L - |21 — 29|
Also erfiillt f die Lipschitzbedingung.

Sei umgekehrt f Lipschitz-stetig. Wir wollen zeigen, dass die Ableitung dann beschréinkt
ist. Die Ableitung von f an der Stelle zg ist definert als f’(x¢) = limg_4, %ﬁo@o)
Da f Lipschitz-stetig ist, gibt es eine Konstante L so dass fir alle z1,z2 € (a,b) gilt

|f(x1) — f(x2)| < L-|z1 — z2|. Deshalb gilt weiter

f(z) = f(zo)

Tr — X

< lim L=1L,

T—To

‘f’(]]g)‘ = lim

T—To

weil die obige Ungleichung fiir alle 21,22 € (a,b) gilt, also auch fiir z und z.

Falsch. Gegenbeispiel: f : [-3,3] — R : z — |z| ist im Ursprung nicht differenzierbar,
aber trotzdem Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 1, denn ||z1| — |za|| < |x1 — 22|
nach der unteren Dreiecksungleichung.

Richtig. Begriindung: Da uns nur die Lipschitz-Stetigkeit beziiglich y, also einer Variablen
interessiert, kann &hnlich zu (ii) mit dem Mittelwertsatz argumentiert werden, wobei z,
wie beim partiellen Ableiten einfach als Konstante betrachtet wird.

Tipp: Ist f auf einem Rechteck R C R? definiert und stetig partiell nach y ableitbar,
dann gilt sofort dass f auch Lipschitz-stetig beziiglich y ist: Denn stetige Funktionen
auf kompakten Mengen, also z.B. die stetige Ableitung auf einem Rechteck, sind immer
beschrénkt.
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A ist wahr A ist falsch
flzy) =2y [] [z

]
f@y) ==y [z] [ ]
flzy) =15y [] (7]
fay) =52y ] []
flz,y) =2 +2y (7] []

Begriindung: Tipp: Die angegebenen Funktionen sind alle stetig partiell nach y ableitbar.
Deshalb kénnen wir Gla iv verwenden.

i. f(x,y) =22y — 22 wichst iiber alle Schranken.
ii. f(x,y):ﬁﬁ/ - L=1
iii. f(z,y)=1-y — Singulir beiz=1
iv. f(z,y) = 1+1$2 y?  —  y? wird zu steil.
v. flz,y)=22+2y - L=2.

Aufgabe G11 (Existenz und Eindeutigkeit)
(a) Fiir das Anfangswertproblem

y=2"+y’r—y*, y(0)=0,

zeige man mittels des Satzes von Picard—Lindelof, dass genau eine Losung auf dem Intervall
J = [-1/3,1/3] existiert. Man nutze weiter das Iterationsverfahren mit der Startfunktion
up(x) = 0 und bestimme us.

Loésung;:

(a) Zunichst ist die Funktion f(x,y) = 2% + y?x — y® auf dem Rechteck R = {(z,y) : |7/, |y| <
1} stetig nach y differenzierbar und fy(z,y) = 2zy — 3y? ist beschrinkt auf R. Also ist
die Funktion Lipschitz-stetig und daher existiert nach dem Satz von Picard-Lindel6f eine
eindeutige Losung in einem Intervall [zg — 61,29 + d1]. Wir wollen 0; bestimmen. Dazu
miissen wir M = maxg |f(z,y)| berechnen. (Vgl. Bemerkung 3 auf Folie 70.) Dazu schiitzen
wir zunéchst (mit der Dreicksungleichung) ab:

f(z,y)| = |27 + 2y® — y°| < 27| + |zy?| + [v°] < 3

(mit |z| < 1 ist auch z.B. |z%| < 1), also ist M < 3. Dann kénnen wir noch z = 1,y = —1
einsetzen, und erhalten f(1,—1) =14 1— (—1) = 3, also ist M = 3. (Man kann dies auch
durch Kurvendiskussion verifizieren). Damit ist & = min{1,1/3} = 1/3. Also existiert nach
dem Satz von Picard-Lindelof eine eindeutige Losung im Intervall [—1/3,1/3].

Nun berechnen wir iterativ u, durch die auf Folie 67 angegebene Formel: uy = 0, und

x xX 1
uy(x) = O—I—/ f(t,up(t)) de :/ t2dt = =23 ;
0 0 3
und

ug(z) = f(tua(t)) dt
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Aufgabe G12 (Differentialgleichung zweiter Ordnung)
Errechnen Sie die Losung des Anfangswertproblems

YV'=w+1)-y , y)=1 , J1)=2.

Losung: In diesem AWP tritt z nicht auf, deswegen wird es durch Variablentausch gelost, vgl
Typ 2, Folien Kapitel 4. Der Ansatz laut Vorlesung ist:

S = (P ) =@ D) a() =1, P =

/

Dieses ist ein Anfangswertproblem vom Typ I in Kap. 4, d.h., die Funktion z(y) tritt selbst nicht
auf. Wir substituieren z = 2/ und miissen damit folgende DGL l&sen:

2(y) =—(y+1) - 2(y)?

Diese DGL wird mit Trennung der Variablen gelost.

1 1 1 1
—dz= | — 1) d 1 D= (2 1 =
[mie= [~wandy a0 —1 =GP +y+a Labo () o —

Wegen z(1) = 2/(1) = & folgt

1 1
S=15 7 -also c=7
2 51 +1+C 2

Nun koénnen wir z(y) durch Integration von z nach y bestimmen. Es folgt:

1 2 2 2
= dy= | ————dy= | ——— dy=—— +d
#y) /§y2+y+§ ! /y2+2y+1 / /(y+1)2 TR

Nun wird noch die zweite Anfangsbedingung benutzt, um d zu bestimmen. Wegen z(1) = 1 folgt

1= —%—i—d, also d = 2. Wir erhalten
2 2 2
$:—7y+1+2 , also $—2:—7y+1 , also y=5_,"

Statt die Konstanten ¢ und d nachtriglich zu bestimmen, ist es natiirlich auch méglich die An-
fangswerte direkt als Grenzen der Integrale mit einzubeziehen.

Aufgabe G13 (Zusatzaufgabe)
In einem Mischgefif8 sei am Anfang ein Volumen von 10® Litern einer unverdiinnten Substanz
vorhanden. Nun wird gleichzeitig von oben ein Losungsmittel injiziert, und unten ein Ausflufl
geoffnet. Gleichzeitig flieen nun pro Sekunde 10 Liter an Losungsmittel ein, und 10 Liter der
Losung ab. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Losung stets perfekt gemischt ist.

(a) Erstellen sie eine Differentialgleichung fiir die Konzentration k(¢) der Substanz in der Losung
als Funktion der Zeit.

(b) Losen Sie das entstehende Anfangswertproblem und bestimmen Sie den Zeitpunkt ¢, an dem
die Konzentration 1% betrigt.

Loésung;:
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(a) In der Zeiteinheit At wird (10A¢-)L der Losung entnommen und (10A¢)L an Losungsmittel
hinzugegeben. 10At sind At/100 der Gesamtmenge. Folglich ist

k(t + At) = k(t) - (1 — At/100) ,

oder
Ak = k(t + At) — k(t) = —At - k(t)/100 .

Durch Division durch At und Grenziibergang kommt man zu
kK =—k/100,

eine einfache homogene Differentialgleichung.

(b) Wir wissen, da§ k(0) = 1. Durch z.B. Trennung der Variablen (oder geschicktes Raten)
erhiilt man als allgemeine Losung der in a) aufsgestellten DGL k(t) = e=*/19 4 ¢; die An-
fangswertbedingung erzwingt ¢ = 0, also k(t) = et/ Nun ist gefragt nach t¢;, sodaB
E(t1) = 0.01 = 1/100. Wir setzen ein und 16sen nach ¢; auf, um

t1 = —100 - log(1/100) = 100 - log(100)

zu erhalten.
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Hausiibung

Aufgabe H10 (Lipschitz-Stetigkeit)
Priifen Sie, ob die Funktionen

fl(xvy) = 11?4 Y,
foz,y) = 2%y?,
f3(z,y) ==z + |y

f4($7 y) = \/m

Lipschitz—stetig sind beziiglich y in den Bereichen
R={(z,y) : —-1<zx<1,-1<y<1}

und
S={(z,y) : -1<z<1l,yeR}.

Loésung: fi und fs lassen sich nach y differenzieren mit (f1)y(z,y) = 2, (f2)y(z,y) = 222y. Beide
Ableitungen sind beschrankt auf R. Also sind nach Satz 3.1 f; und fy auf R Lipschitz—stetig. Auf
S ist f1 wegen

[f1(@ 1) = faz,y2)| = 241 — 2| < ly1 — v2
Lipschitz-stetig, aber nicht fo, denn fa(1,9) — f2(1,0) = f2(1,y) = %? kann man nicht fiir alle
y > 0 durch ein Vielfaches von y abschétzen. f3 und f4 sind nicht differenzierbar auf R, S, sodaf
wir hier direkt rechnen miissen: Fiir f3 haben wir

|f(zoy1) = f(z,92)| = (@ + |p1]) — (@ + |y2)| = [(ya] = [v2D)] < y1 — 2! -

(Die letzte Ungleichung folgt leicht durch Fallunterscheidung, oder durch Betrachtung der Betrags—
Funktion). Also ist f3 Lipschitz—stetig auf R und S. Fiir fy schliefilich haben wir

1£(0,9) = £(0,0)] = y*/?

fiir y > 0. Nun ist aber lim,_.o yl/2 /y = oo, und das heifit, dass y'/2 nicht gegen ein Vielfaches von
y abgeschitzt werden kann. Also ist fy weder auf R noch auf S Lipschitz—stetig. Zusammengefasst
in einer Tabelle:

Funktion | Lipschitz in R | Lipschitz in S
fl Ja Ja
fo Ja Nein
f3 Ja Ja
fa Nein Nein

Aufgabe H11 (Existenz und Eindeutigkeit)
(a) Gegeben sei das Anfangswertproblem

Y =ezlyl, y(1)=0

mit z > 0. Bestimmen Sie durch Anwendung des Satzes von Peano in Bezug auf das Rechteck
Jx D =10,2] x [-2,2] ein Intervall, auf dem eine Losung des Anfangswertproblems existiert.
Hinweis: Es wird nicht verlangt, dass Sie eine Losung des Anfangswertproblems berechnen.
Beachten Sie bitte auch, dass nichts iiber die Eindeutigkeit der Losung gesagt wird.
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(b)

Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem
Y =y e P sin( +2), y(2)=1

genau eine Losung auf dem Intervall [—1, 5] besitzt.
Hinweis: Es wird nicht verlangt, dass Sie eine Losung des Anfangswertproblems berechnen.

Loésung;:

(a)

Wir verwenden die im Skript eingefiithrten Bezeichnungsweisen. Mit der Anfangsbedingung

erhalten wir die Werte
o =1 und yo = 0.

Wegen
Jx D =10,2] x [-2,2]

ergeben sich zudem
0=1 und p=2.

Da die Funktion f: R? — R mit D(f) = [0, 0o[xR und der Zuordnungsvorschrift

f(x,y) = Valyl

als Komposition stetiger Funktionen auf dem Rechteck J x D stetig ist, konnen wir mit
M= max |f(a,y)] = max /alyl = /22| =2
(z,y)ER (z,y)ER
und
81 = min {5, ﬁ} = min{1,1} =1

nach dem Satz von Peano und Bemerkung 3, Folie 70 die Existenz (von mindestens) einer
Losung des Anfangswertproblems auf dem Intervall

[xo — 01,20 + 01] = [0,2]
folgern.
Um zu zeigen, dass das Anfgangswertproblem
y =y . sin(z® + 2), y(2) =1

auf dem Intervall [—1,5] iiber eine eindeutige Losung verfiigt, werden wir Satz 3 (Picard-
Lindel6f) verwenden. Aus der Anfangsbedingung erhalten wir zunéchst

330:2.

Wegen
[xg — 0,20 + 0] = [2— 0,24 6] = [-1,5]

ergibt sich zudem der Wert
0 =3.

Da die Funktion f mit der Zuordnungsvorschrift

flzy)=y- e 25 sin(:p3 +2)
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als Komposition stetiger Funktionen auf dem Streifen
JIXxR=A{(z,y)|lzo—d<z<zp+d,yecR}=[-1,5] xR
stetig ist und da f wegen

£ () = Fl@ )l = |- e sin(@® +2) o - sin(a? +2)

e 25 sin(:c3 + 2)’ |y — yol
2_ .
= [e7" 5. [sin(a® +2)| - Jy1 — 2]
|
<1 =1

<1-|y1 —yo|

fiir alle (z,y1), (z,y2) € J x R auf J x R Lipschitz-stetig (mit Lipschitz-Konstante 1) ist,
existiert nach Satz 3 genau eine Losung des Anfangswertproblems auf dem Intervall [—1, 5].

Aufgabe H12 (Differentialgleichungen zweiter Ordnung)
(a) Losen Sie das AWP

vy +1=0, y1)=y (1) =1

(b) Bestimmen Sie die allgemeine Lésung der DGL
" / 2
2y =y +—+nx=0 (x> 0).
x

Loésung;:
(a) In diesem AWP treten weder z noch 3/ auf, also liegt eine Dgl. vom Typ 3. vgl Folien, Kapitel

4, vor. Zunichst werden beide Seiten mit 2y’ multipiziert. Wir erhalten

/

%'y = _2%

Beide Seiten kénnen mit Hilfe der Kettenregel umgeschrieben werden, wobei wir fiir die rechte
Seite benutzen, daf [ y%, dy = —ﬁ gilt. Wir erhalten:

d
dx

_ 41
 dry?

1

(y)? ,also  (y)? = e

Wir setzen die Anfangsbedingungen ein, um ¢ zu bestimmen. Es folgt:

(y'(l))sz(1)2+c = 1l=14+¢ = c¢=0
Damit ist nun die DGL .
(v)* = o2

zu 16sen. Wir ziehen auf beiden Seiten die Wurzel und erhalten y' = i%. Durch die An-
fangswertbedingung y'(1) = 1 muf} aber das Vorzeichen der Wurzel positiv sein, also ist nun
folgende DGL zu l6sen:

1
Yy =-
Y
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Dieses kann mit Trennung der Variablen geschehen.
1
/ydy:/ldz , also §y2::n~|—d , also y=vV2zx+2

Wegen y(1) =1 folgt 1 = /2 4 2d, also 2d = —1. Die Losung der DGL ist damit
y=+v2zxr—1

Die Dgl. ist eine Dgl. zweiter Ordnung in der y nicht auftritt. Demnach ist sie vom Typ 1 nach
Kapitel 4, Folien und kann mit Hilfe der Substitution z = 3’ geldst werden. Die Substitution
liefert

zu 16sen. Die homogene Gleichung 2}, = zpy/z hat die allgemeine Losung zy = ¢ - z. Fir
eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung nutzen wir Variation der Konstanten, z =
v(z) - x, und erhalten als Bedingung an v, dass

2 Inx
/ _ = _ =
v'(z) = p Rl

Eine Losung hierfiir ist durch

1 1
v(x) = —2+;(1+lnx) +c

gegeben. Die allgemeine Losung fiir z lautet also
1
2(r)=c-x+—-—+1+Inz,
T
und damit die allgemeine Losung fiir y

y(z) :d+%x2+lnx+x+(xlnx—x) :d+gx2—|—(ln:c)(1+x).



