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Gruppeniibung

Aufgabe G7 (Bernoullische Differentialgleichung)

Gegeben sei die Bernoullische Differentialgleichung
1 1
x, )/ = -4
ey = 36 Y 3y

a) Transformieren Sie diese Differentialgleichung in eine lineare Differentialgleichung.
b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung.
Losung:

a) Mit z =y =3, 2/ = =3y~ 4y ergibt sich

TV VL S S VL 12_4/37
3 3
also
Z=z+e".

b) Die Losung der homogenen DGL lautet zp(x) = ¢ - e*, ¢ € R (Trennung der Variablen).
Variation der Konstanten ergibt

d(x)e” + c(x)e” = c(x)e” +e 7

und somit ¢ (z) = e~ 2%, d.h. ¢(z) = —%6_2””. Also ist
z(x) = zp(x) + 20(x) = ce® — =™, c€eR
Riicksubstitution ergibt
1
y(z) = eR

Aufgabe G8 (Integrierender Faktor)
Man integriere die folgende Differenzialgleichung, indem man sie durch Bestimmung eines inte-
grierenden Faktors M (t,y) in eine exakte Differenzialgleichung iiberfiihrt.

3y?dt+2tydy =0 , t,y>0.
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Loésung: Wir setzen

flty):=3y"  und  g(t,y) = 2ty
Damit gilt:

fy(ty) =6y und gi(t,y) =2y

Folglich ist die DGL nicht exakt.
Wir versuchen, einen nur von ¢ abhéngigen integrierenden Faktor zu finden. In diesem Fall gilt:
_ fyty) —alty)  6y—2y 2
- gty o2yt

=  M(t) =exp (/%dt) = exp(2Int) = 2.

Man iiberpriift schnell, dass M(t) := t? tatsiichlich ein integrierender Faktor ist. Wir 16sen nun
die entsprechende exakte DGL

c(t,y)

3t%y? + 263y = 0.
Also ist
u(t,y) = const

mit

Y t y t
U(t,U)Z/ g(to,n) dn+ t f(&y) d§=/ 2t8ndn+/ 3¢% y? d¢

Yo Yo to
=10 =)+ - ) =12y — 1 g
= const

Wenn wir in diese Gleichung ty und yg einsetzen, so erhalten wir
const = u(t,y) = u(to,yo) = t3 yo — tg y2 =0

und damit s
ta) 2
2y =ty — y=w <?°> :
fiir die Anfangswerte tg, 9 > 0.
Aufgabe G9 (Potenzreihe)
(a) Seien p(z) = ag+ai1x+...a,xz™ und q(x) = by + by + boz® + - - - + b, 2™ zwei Polynome vom
Grad n. Wann sind die beiden Polynome gleich?
(i) O Wenn sie an drei Punkten iibereinstimmen.
(ii) O Wenn sie an n + 1 Punkten iibereinstimmen.
(iii) 0 Wenn a; —b; =0, ¢=0,...,n.
(iv) O Wenn a; +b; =0, i=0,...,n.
Hinweis: Es gibt mehr als eine richtige Antwort.

b) Bestimmen Sie die Koeffizienten a;, i = 1,2, 3, ... in der Reihenentwicklung

s .
y(x) = Z a;x’
i=0
fiir die Losung der Anfangswertaufgabe

v =2*y+1 , y(0)=0.
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Loésung:

(a) (i) Gegenbeispiel: p(z) = (z—1)(x —2)(z—3)(z—4) und ¢(z) = (x —1)(z —2)(z —3)(x —5)
(Grad 4) haben drei Nullstellen (27 = 1,29 = 2,23 = 3) gemeinsam, sind aber trotzdem
verschieden, denn p(4) = 0 aber ¢(4) = —6.

(ii) Ein Polynom vom Grad n hat hochstens n Nullstellen. Die Konsequenz daraus ist: Hat
das Polynom mindestens n + 1 Nullstellen, so ist es konstant Null.
Das bedeutet: Wenn p(z) und ¢(x) an n+1 Punkten tibereinstimmen, dann hat das
Polynom r(z) = p(z) — q(z) (das iibrigens auch vom Grad n ist) n + 1 Nullstellen und
ist somit konstant Null. Also sind beide Polynome gleich.

(iii) Zwei Polynome sind genau dann gleich, wenn ihre Koeffizienten iibereinstimmen. Dieses
festzustellen nennt man auch Koeffizientenvergleich. Dabei wird untersucht, ob a; = b;
fiir alle ¢ = 0,...,n. Das ist das gleiche wie a; — b; =0 fiir alle i = 1,...,n.

(iv) Gegenbeispiel: p(x) = bz + 2, q(x) = —bz — 2 sind offensichtlich verschieden.

b) Aus y(0) = 0 folgt ap = 0. Die Potenzreihe y(z) = Z a;x’ 16st die DGL, also
=0

e} (e e}
§ Z'aixl—l — 1 + § ai$l+2
i=1 i=0

Es folgt:
i .
a1 — 1+ 2asx + Z ((Z + 1)a2-+1 — ai_g) ' =0
=2
Damit gilt:
1
a1:1 s 2(12:0 s ai:—,ai_gfﬁri23
7

Mit ag = 0 aus der Anfangsbedingung, a; = 1, as = 0 kénnen wir die a; explizit bestimmen:
1

— , a3k19o = O fur alle k 2 0
Hj:o(?’J +1)

azr =0 , asgy1 =
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Hausiibung

Hausaufgaben

Aufgabe H7 (Exakte DGL)
a) Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung

32°Vat + 1(lny + 2)dz + %\/(ﬁ +1)3dy =0

exakt ist, und finden Sie die allgemeine Lésung.

b) Zeigen Sie, dass die Gleichung
(2zyIny)dz 4 (22 — 2Iny)dy =0

nicht exakt ist, finden Sie einen integrierenden Faktor, und bestimmen Sie die allgemeine
Losung.
Hinweis: Wahlen Sie den integrierenden Faktor nur als Funktion von y.

Losung:
a) Mit f(z,y) = 323Va! + 1(Iny + 2) und g(z,y) = %\/(3:4 + 1)3 haben wir

1 3 1
gx(:E,y) = @ ' 5(334 + 1)1/2 : 4$3 = 5 . 3333 V 334 +1= fy(ﬂf,y) 5

also ist die Gleichung exakt. Wir erhalten die implizite Losung u, indem wir z.B. zunéchst
die Stammfunktion von g bzgl. y bilden,

Iny

U()(l‘,y) = (334 + 1)3 + C(l‘) )

und sodann durch Differentiation nach z und Gleichsetzen mit f das ¢/(x) bestimmen,
d(x) + (In y)3:ﬂ3\/ﬁ = (2+Iny)3z3Vat +1,
also ¢(z) = 62°va% + 1 oder c(z) = /(2% + 1)3 + c. Die allgemeine Losung lautet somit
(2+Iny) - (z2+1)3 = —2c.

Dies lésst sich sogar explizit nach y auflésen:

. { —2c 2}
=expl ————=— 2 .
Y P V(zt+1)3

(Dies war allerdings nicht gefordert.)

b) Wir setzen wieder f(z,y) = (2rylny) und g(z,y) = (22 — 2Iny). Dann ist
fy(@,y) =22(1 +Iny) # 2z = go(z,y) .
Ein integrierender Faktor p = p(z,y) muss erfiillen:
gt = py=p-lfy—9ga
Wir wihlen g = p(y) nur abhéngig von y, haben also u, = 0, und finden

p2xlny = —(2zylny)u, ,
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folglich
ty = —H/Y .
Eine Losung hierfiir ist u(y) = 1/y. Durchmultiplizieren ergibt die exakte Gleichung
(2z Iny) dx + (22 /y — 2(Iny)/y) dy =0 .
Nun integrieren wir den dx—Term nach =,
uo(x,y) = 2°Iny + c(y) ,

erhalten durch Differentiation nach y und Vergleich mit dem dy—Term

d(y) = —2(Iny)/y,

was
c(y) = —(Iny)* + ¢
ergibt, und also als allgemeine implizite Losung

23(Iny) — (Iny)? =c.

Auch dies kann man, wenn man will, in eine explizite Form bringen: Setzt man z = Iny, so
ist diese Gleichung dquivalent zu

(z—2%/2)2 =24 — ¢
(binomische Ergénzung), was sich fiir y = e* zu

y = exp{2?/2 + \/21/4 — ¢}
auflost.

Aufgabe H8 (Potenzreihenansatz)
Losen Sie das Anfangswertproblem

Y=y +(1-2)y—1, y0)=1

fiir —1 < 2 < 1 mit Hilfe eines Potenzreihenansatzes.
(a) Berechnen Sie die Koeffizienten ag, ay,...,as der Potenzreihe.

(b) Leiten Sie aus (a) eine Vermutung beziiglich der Werte der Koeffizienten a,, fiir n € Ny ab.
Wie lautet die Losung, wenn Thre Vermutung richtig ist? Machen Sie die Probe.

Losung:

(a) Wir verwenden den Potenzreihenansatz

[e.e]
y(x):Zanxn:ao+a1$+a2x2+a3x3+...,

n=0
wobei

o0
y'(x) = Z nanz™ ' = aj + 2a0x + 3azx® + dasx® + . ..
n=0
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Durch Einsetzen in die Differentialgleichung folgt

(y(@)® + (1 —x) y(z) — 1
= a2+ 2apa17 + (2apas + a3)x? + (2apas + 2a1a2)x> + (2a0a4 + 2a1a3 + a2)zt + ...
+ (1—2)(ag+az+ax®+...)—1
= (a2 +ap— 1)+ (2a0a; + a1 — ag)z + (2a0az + a3 + az — ay)x
+  (2apas + 2a1a3 + az — ag)x> + (2agas + 2a1a3 + a3 + ay — az)zt + -

2

Aus der Anfangsbedingung y(0) = 1 ergibt sich
ag = 1

und durch einen Koeffizientenvergleich folgt

1 ar=add+a—-1 = a=1
T :  2a9 =2a9a1+a;—ag = azx=1
z? 3a3:2a0a2—|—a%+a2—a1 = az3=1

x> day = 2apa3 + 2a1a0 + a3 —ays = a4 =1

zt das = 2aga4 + 2a1a3 + a% +a4—a3 = az=1.

(b) Aufgrund der Ergebnisse des Aufgabenteils a) kénnen wir vermuten, dass
a, =1 fiir alle n € Nj.

In diesem Fall wire

s 1
y(z) :1+:1:+x2—|—x3+~':;0x”: o firlg <l
Wir machen die Probe. Mit
1 1
/
= — —1 =
V@) =~ () = =3
folgt
Pa)+(1-2) y(o) — 1= ——— + (1 =) —— — 1= —— — /()
(1—x)2 1— (1—x)?
und
0=—=1
Y 1-0
Damit ist
1
y(@) =7

die Losung des Anfangswertproblems.

Aufgabe H9 (Picard-Iteration)
Fiir das Anfangswertproblem 3’ = z -y, y(0) = 1 berechnen Sie 3 sukzessive Nidherungslosungen
(Picard-Iteration) mit yo = y(0) = 1. Die dritte N&herungslosung lautet:

y3 =1+ (1/2)z% + (1/8)2? + ¢ - 28

it 1 1 1 1
= 0O — O — O — o —.
¢ 10’ 18’ 3 o0 64
Bestimmen Sie die exakte Losung des AWPs und vergleichen Sie die gefundene Approximation
mit der exakten Losung.
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Loésung: Iteration ist gegeben durch

ynsr(@) = y(0)+ /0 " F(tya() dt = y(0) + /0 "t yadt
2

z T
Yy = 1—|—/tdt:—+1
0 2
1 1
Y2 = 1+§x2+§x4
1 1 1
T B ST )
& TR Rt T R”

. o1
¢ 1st somit jz.
Die exakte Losung ist gegeben durch (Trennung der Variablen)

d 1
y'::L'y—>—y:xdx—>lny:§:n2+c—>y:ce%x2:e%xQ, (da y(0) =1)
Yy

und die N&dherungslosungen sind gerade die Partialsummen der Exponentialreihe der exakten

Losung
12 = 2k
1,2
€2 _22’%!'
k=0



