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Gruppeniibung

Aufgabe G4 (Trennung der Variablen und Ahnlichkeitsdifferentialgleichung)

(a)

(b)

Losen Sie das Anfangswertproblem
y =¢e",y(0)=0
durch Trennung der Verdnderlichen und tiberpriifen Sie Ihre Losung anschlieflend.

Bestimmen Sie die Losung der folgenden Differentialgleichung fiir x > 0 :

2
y'z(l—i—g) Y
X X

Loésung;:

(a)

Es gilt 3/ = €Y & e Yy’ = 1. Integration liefert —e ¥ = x + ¢, mit einer Konstanten ¢ € R.
Auflésen nach y ergibt y = —In(—(x + ¢)) mit = + ¢ < 0. Einsetzen des Anfangswertes
y(0) = 0 liefert ¢ = —1 und die Losung y = —In(1 — ) fiir z < 1.

Probe: Wir leiten die oben bestimmte Losung ab und iiberpriifen ob sie die Bedingung des

AWP erfiillt.
1 1

(~1) =

Y = (-l —a)) = -

1—=x 1—=x

und
—In(l-z) _ 1 _ 1
eln(1—z) 1—2
Also gilt ¢ = €Y. Aulerdem ist y(0) = —In(1) = 0 und somit ist y die Losung des Anfangs-
wertproblems.

ey =e

Der allgemeine Ansatz zum Losen von Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen ist der folgende:

Fiihre eine Variablensubstitution z(z) = @ durch und anschliefend Trennung der Varia-
blen. (Vergleiche Skript.)

Substitution:
)
s = 2
x
,_
Sy o= WY
T
2./
x°z +
:y/ _ Yy
x
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Einsetzen in die Dgl liefert

w2 +z = (14+2)°%—2
VA (1+42)?—22
x
_ 1+ 22
B x

Trennung der Variablen ergibt

1
/dz = /1d$
1+ 22 x

& arctan(z) = In(z)+c¢, ceR
<z = tan(ln(z)+¢),ceR
Riicksubstitution:
% = tan(In(z) 4+ ¢) = y = x - tan(In(x) + ¢)
Probe:
y = x-tan(ln(x) + ¢)
1
=4y = z-(1+tan’(lnx))- - + tan(ln x)

= 1+ tan?(Inz) + tan(lnx)
= (1 +tan(lnz))? — tan(In )
Yo ¥
- q+22_Z
(1+ m) x

Aufgabe G5 (Lineare Differentialgleichung)
Gegeben sei die lineare Differentialgleichung

3
=% 4301 > 1.
y 1+my+(+w), T

a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.

b) Ermitteln Sie eine partikulire Losung der inhomogenen Differentialgleichung durch Variation
der Konstanten.

c) Wie lautet die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung?
Loésung;:

a) Die zur linearen Differentialgleichung

"(2) = —— 3(1
Y(@) = y(@) + 301+ )
gehorige homogene Differentialgleichung
3
() —
Y@ = 1 ya)
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lasst sich durch Trennung der Variablen 16sen. Hierzu setzen wir y(x) # 0 voraus und mit
y = % sowie der beliebig gewéahlten Konstanten ¢ € R folgt

/

Y 3

y 14w
/
& /yd:c:/ 5 dxr +c
Yy 1+=x
d 1
y:3/
] 1+=x
< Injy|=3Wn|l+z|+c

PN ‘y| _ e31n|1+$\ .o = eln\1+$|3 ) 5, _ |1 —{—I|3 . 5

=:C>0

dr +c

Hierbei ist zu beachten, dass C alle positiven reellen Zahlen als Wert annehmen kann, da
¢ € R beliebig gewshlt war und da die Exponentialfunktion exp : R — R™ eine bijektive
(und mithin surjektive) Abbildung ist. Aufgrund der Voraussetzung

z> -1
ist
1+2>0
und somit gilt
N+z=1+ux.

Damit erhalten wir
ly|=C-(1+2)°
bzw. _
) C-(1+a2) [ fallsy(z) >0
v= {—C- (1+2)3 | falls y(z) < 0.

Da auch die triviale Lisung

die homogene Differentialgleichung 16st, ist
yn(z) = C - (1 + )3, CeRr
die allgemeine Lisung der homogenen Differentialgleichung.
b) Um die inhomogene Differentialgleichung durch Variation der Konstanten zu lésen, verwen-
den wir den Ansatz
y(x)=C(z)- (1 +a)°
und bestimmen eine Darstellung von C(z). Mit

y(z) =C'(z) (1+2) +3C(x) - (1+2)°

folgt
y'(x) = 1ixy(a:) +3(1 + ) (Aufgabenstellung)
& C@)-(1+2)’+3C() - (1+a) = o C@) (1+2)® +3(1 + z)
& Clz)= (1+333)2
© C():lix+ , KeR
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Wahlen wir nun K = 0, so erhalten wir mit
yo(z) = —3(1 + z)?

eine partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung.

c¢) Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung

y'(x) yx)+31+z), =>-1

T it

ergibt sich durch Addition der allgemeinen Lésung der homogenen Differentialgleichung und
einer partikuldren Losung der inhomogenen Differentialgleichung. Mit den Ergebnissen aus
den Aufgabenteilen a) und b) ist somit

y(x) = yolx) +yn(z) = =31 + 2)> + C - (1 4+ z)3, CeR
die allgemeine Ldosung der inhomogenen Differentialgleichung.

Aufgabe G6 (Bernoullische Differentialgleichung)
Gegeben sei die Bernoullische Differentialgleichung

y — 6ysin (z) + 3y*sin () =0, y(0) = 1.

Wie lautet die Losung des Anfangswertproblems?

Lo6sung: Die zu betrachtende Bernoullische Differentialgleichung besitzt die Darstellung

Y (z) = 6sin(x) - y(z) — 3sin(z) - y*(z).

Wir verwenden die Substitution

Damit folgt

(@)= =3 (y() ™" ¥ (2)
= —3-y !(x) - (6sin(z) - y(a) — 3sin(z) - y'(x))
= —18sin(z) -y 3(z) + 9sin(x)

und wir erhalten mit

2 (z) = —18sin(z) -2(x) + 9sin(z)
—_—— ~——

p(z) ()
eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung, die es nun zu losen gilt. Wir miissen zuerst die
zugehorige homogene Differentialgleichung

2 (z) = —18sin(z) - z(x)
betrachten, welche die allgemeine Lisung

an(z) = C - exp (/ﬁ(m) dm) —Cexp (/ _18sin(z) d:c)

= C -exp (18 cos(x)), CeR.
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besitzt. Zur Bestimmung einer speziellen Losung der inhomogenen Differentialgleichung verwenden
wir die Methode der Variation der Konstanten. Der Ansatz

z0(x) = C(x) - exp(18 cos(x))

_ / [ eXp( B(z) dm>] dr
_ / [98111 exp < / 18 sin(z) dxﬂ dx

9sin(z) - exp (—18cos(x)) dx

fithrt auf

H\

— - exp (—18cos(x))

\V]

und somit erhalten wir

zo(z) = % -exp (—18cos(z)) - exp (18 cos(z)) = % -exp(0) = %

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist damit durch die Vorschrift
1
2(z) = z0(x) + zn(x) = 3 + C - exp (18 cos(z)), CeR

gegeben. Die Losung der Bernoullischen Differentialgleichung lautet nun
1
{’/% + C - exp (18 cos(z))

y(z) = (2(x))75 =

Mittels der Anfangsbedingung
1 B 1

|
- =1
g/% + C - exp (18 cos(0)) {'/% + C - exp(18)

y(0) =

konnen wir

1
=3 + C - exp(18)

und damit )

¢= 2618

folgern. Somit ist
1

y(e) =
i"/% + 2e118 - exp (18 cos(z))

die Losung des Bernoullischen Anfangswertproblems.
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Hausiibung

Aufgabe H4 (Lineare Differentialgleichung)
Bestimmen Sie die Losungen der folgenden Differentialgleichungen. Welche Losung erfiillt jeweils
die Anfangsbedingung y(1) = 27

(a) ' (x) = az?y(z) mit einer Konstanten a € R

3 322
b ! fy —
(b) ¥(@) = 15 — T
Losung:

(x) fiir 2 > 0

(a) ¥/(z) = az®y(z) ist vom Typ: y'(x) = f(z) - g(y)-
Die Konstante Funktion y = 0 ist eine Losung der Differentialgleichung. Fiir y # 0 fithren
wir Trennung der Variablen durch:

dy:ax2d$<:>/@:/axzdx+c<:>ln(|y\)=§$3+c
Y )

= |yl = e5%° . ¢ = y(z) = Ge5e

mit ¢ € R.

wle

Lo o G=2¢

wle

y(l)=c-e
Also lost y(x) = 2¢5( 1) das Anfangswertproblem.

_ 3 3x2
T 1448 14287
N~ N———

Y () ()

q(x) p(x)
ist eine lineare Dgl. 1. Ordnung.
Fiir die zugehorige homogene Dgl. gilt

3x? 1
yn(x) = c-exp </_1—f1‘3 dl‘) =c-exp (—In(1 +x3)) =8
Losung der inhomogenen Dgl. durch Variation der Konstanten:
Ansatz: y(x) = c(x) - = Losung fiir ¢(x):
B 3 3z? - 3 3 B
clz) = T8 &P mdm dx = 1+x3(1+x)d$— 3dr = 3x
——
q(x)
Also ist eine spezielle Losung der inhomogenen Dgl. durch yo(z) = T2 gegeben. Die
x

allgemeine Losung lautet:

(2) 3z n c

€Tr) =

Y 1+a%  1+a3
3x+1
mit y(1) = 3 + & 22 = c=1.Somit lost y(x) = % das AWP.
x
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Aufgabe H5 (Substitution als hilfreicher Trick zum Losen von DGln)
Bestimme die Losungen der folgenden Differentialgleichungen:

(a)
y'(z) = , x>0,y(1) =1 (1)

Tipp: Forme die Differentialgleichung in eine Ahnlichkeits-Differentialgleichung um!

(b)

, €(2z_y+3)2
r)=2——— 2
V@) =2 g @)
Tipp: Finde eine geeignete Substitution, so dass Variablentrennung méglich wird!
Losung:
(a)
2 2
’ Yy t+x
= 3
V@) = L 3)
x
_ ¥ + 2 =" Y (4)
T Yy Yy x
Substituiere
oy
s = 2
x
Lo Wy
72
2,1
N y' _ r°z +y
x
= x2/ +2
Einsetzen in (4) ergibt
i trz=-+ze == (5)
z
Trennung der Variablen liefert
1
/zdz = / dx
x

1
& 52'2 = ln‘x‘ +C

& z=4/2(In|z| +C)
& yzx-dQ(ln‘m}—FC)

Anfangsbedingung einsetzen, um C' zu bestimmen:

1=1- 2(ln\1\+0):>1:\/20:>C:%
1
y=2x- 2(ln|x|+§)

Also
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(b) Substitution: z = 2z — y + 3 (Tipp: Betrachte den Exponenten und den Nenner der rechten
Seite der Dgl.)
Es gilt: 2/ = —y' 4+ 2 und folglich ' = 2 — 2’. Damit wird (2) zu

9 =2
z

Diese Dgl. (6) kann durch Variablentrennung geltst werden:

/idz=/1d:c+c (7)
eZ

Zur Berechnung von [ -2 dz substituiere u = 22. Es ergibt sich
€

/ _ du
e?? - 2 et
1
= 2/6_“ du

2¢7?
1
9. e2z—y+3)2

Mit (7) ergibt sich fiir die Gesamtlosung

1

~ o @y~ HC

N (2x y+3)? 1
+

= (2z—y+3)? ( )fﬁrx+C<O

2r — =
= 2z—-—y+3= \/ ( x+C>
= v=mrae (gt

Aufgabe H6 (Bernoullische Differentialgleichung)
Gegeben sei die Bernoullische Differentialgleichung

1

Y (@) + ) + et y@) =0, y(0) =g

(a) Fiihren Sie eine geeignete Substitution durch, so dass Sie eine lineare Differentialgleichung
erhalten.

(b) Wie lautet die Losung des Anfangswertproblems?

Losung:
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1 1 1
(a) Das AWP lautet in Standardform y'(x) = —Zy(:c) - Z:L"er(y(z:)f, y(0) = 7
1 IS
= p(z) = 1 r(z) = —gretn= 5

Substitution: z(z) = y(z)™* = 2(x) = 2(z) + xe” (2(z) ableiten, y/(x) einsetzen, um-
formen)

(b) Losung der homogenen Dgl.: 2/(z) = 2(z) = 2(z) =c-e
Losung der inhomogenen Dgl.: Ansatz z(z) = ¢(z) - e

2
= C(:B)—/xexexp<—/ldx> dx—/x-ex-e_xdm—/wdx—xz

2
x
=  z(z) = ?em ist partikuldre Losung

1
=  z(z)=ce" + 51'2696, ¢ € R ist allgemeine Losung der Dgl.

Riicksubstitution liefert:




