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Gruppeniubung

Aufgabe G22 (Differenzierbarkeit und Betragsfunktion)
Skizzieren Sie die Funktiofi : R — R mit f(x) = z - |z|, und untersuchen Sie die Diffe-
renzierbarkeit vory aufR.

Aufgabe G23 (Differentiation)
Bestimmen Sie die Ableitung der folgenden Funktionen:

(@) f(x) = sin(x) - cos(x)

(b) g(x) = 55

(©) h(z) = Va2 +1

(d) u(x) = \/sm x+Ve3e D

(e) v(z) =
Aufgabe G24 (Eigenschaften stetiger Funktionen)
Zeigen Sie, dass die Funktigi{z) = 2\/z — z — sin(rz) —  fur > 0 mindestens zwei
Nullstellen besitzt.
Aufgabe G25 (Hyperbelfunktionen)
Die Funktionen

1 1
§(€$ —e ), cosh(zx):= §(€$ +e %)

heilRen hyperbolischer Sinus (sinus hyperbolicus) bzwethygischer Cosinus (cosinus hy-
perbolicus).

sinh(z) :=



»Vielleicht meinen Sie nun, der Cosinus hyperbolicus sedlgmmathematische Konstruktion recht
interessant, aber praktische Bedeutung habe er wohl kawannBind Sie gewaltig im Irrtum! Ge-
hen Sie einmal am friihen Morgen in den Wald, wenn die Sonrremedrig steht und der Tau noch
nicht verschwunden ist. Dann sehen Sie gewil} viele Spirenydle sich von einem Ast zum anderen
schwingen und an denen viele winzige Tautrépfchen glitZgienbeschreiben einen Bogen, der ein
Teil der hyperbolischen Cosinuslinie ist.

Oder beobachten Sie eine Telegraphenleitung: Sie hanghdund beschreibt wiederum einen sol-
chen Bogen. Der Graph der Funktiensh(x) hei3t deshalb oft auch Kettenlinie. Diese Kettenlinie
entsteht immer dann, wenn ein in allen Teilen beweglichenwerer' Faden (eine ideale Kette) an
zwei Punkten aufgehangt wird und im Schwerefeld durchhékagen “ ( Richard Knerr, Mathematik

- eine faszinierende Wissenschatft)

a) Bestimmen Sieinh(0) undcosh(0) und zeigen Sie, dad®’ = cosh = + sinh z gilt!

b) Zeigen Sie, dal3 der hyperbolische Sinus eine ungeraddarruyperbolische Cosinus eine
gerade Funktion ist!

c) Zeigen Sie, dal3
sinh(z + y) = sinh x cosh y + cosh x sinh y

und
cosh(z + y) = cosh x cosh y + sinh x sinh y

gelten und folgern Sie daraus, dafsh? z — sinh? 2 = 1 ist!

d) Zeigen Sie, dal3 der hyperbolische Siustetig aufR und der hyperbolische Cosinfs co)
stetig auf[1, co) abbildet!

e) Wie bei den Winkelfunktionen kénnen auch ein hyperbbkscTangens und ein hyperboli-
scher Cotangens definiert werden:

inh h
Sz R — R, cothx := oS T

tanhz := : R\ {0} = R.

cosh x sinh z

Zeigen Sie, dafanh R stetig auf(—1, 1) undcoth R stetig auf(1, co) undcoth R stetig
auf (1, co) abbilden!

f) Zeigen Sie, dal3 der hyperbolische Tangens und Cotangeyesade Funktionen sind!
g) Skizzieren Sie die Graphen veimh, cosh, tanh undcoth.

h) Geben Sie an welche der Funktionénh, cosh, tanh und coth injektiv auf dem Definiti-
onsbereich und welche der Funktionen surjektiv auf garsind. Fir welche gibt es eine
Umkehrfunktion? Gibt es keine Umkehrfunktion, dann gebiend®& gro3tmdglichen Inter-
valle an, auf denen eine Umkehrfunktion existiert.



Haustbung

Aufgabe H18 (Differentiation [2+2+2 Punkte])
Bestimmen Sie die Ableitung der folgenden Funktionen:

(@) f(z) = Va3 - sin()
(b) g(z) = &
(€) h(z) = (cos(a?))?
Aufgabe H19 (Umkehrfunktionen [2+1 Punkte])
(a) Rechnen Sie nach, daR fur die Ableitung der Funkiietian (=)

1
a4 arctan(z)

dx T 1t a 7 € (-00,00)

gilt!
(b) Zeigen Sie, daf fir € (—1,1)

arcsin(x) + arccos(x) = g
erfullt ist! Es darf
4 recos(r) = ——
— aIr'CCosS(r ) =
T N
und
d 1

verwendet werden.
Aufgabe H20 (Kreisfunktionen [2+3+2 Punkte])
SeiT,,(x) = cos(narccos x) fur n € No und|z| < 1.

a) Berechnen Si&, undT;.

b) Wir wissen, dasgosa + cos3 = 2 cos # cos O‘Tfﬁ
gilt. Stellen Si€eT;,, mit Hilfe von T;,_; undT,, - dar.

c) Zeigen Sie, daf, (x) ein Polynom vom Grad ist (man nennt dieses Polynom Tschebyscheff-
Polynom).
Aufgabe H21 (Eigenschaften stetiger Funktionen [1+3 Punkte])
Gegeben sei die Funktion
f(z) =sin(x) 4+ cos(z), =€ (7/8,m).

(a) Besitzt die Funktiorf auf dem angegebenen Intervall eine Nullstelle?
(b) Besitzt die Funktiory auf dem angegebenen Intervall Minimum und Maximum?



