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Teil Il Wahrscheinlichkeitsrechnung

1. Zufallsexperimente und Wahrscheinlichkeitsraume

Unter einem Zufallsexperiment versteht man zunachst einmal einen zeitlich wie 6rtlich
fest umrissenen Vorgang mit unbestimmtem Ausgang.

Beispiele

e Werfen eines Wiirfels oder Werfen einer Miinze
e Wahlergebnis der nachsten Landtagswahl
e Temperatur oder Windgeschwindigkeit am Luisenplatz am 1. Dezember 2007, 12:00

e KorpergroRe oder Kopfumfang eines Neugeborenen

Die Gesamtheit aller moglichen Ausgédnge eines Zufallsexperiments heiit Ergebnismenge
oder auch Stichprobenraum und wird mit €2 bezeichnet.

Ein Element w € Q heilt Elementarereignis oder Stichprobe. Es stellt einen moglichen
Ausgang des zugrundeliegenden Zufallsexperiments dar.

Beispiele

(i) einmaliges Wiirfeln: Q = {1,2,...,6}, |2 =6

(Hierbei bezeichnet |€2| die Machtigkeit der Menge 2, also die Anzahl der Elemente
in Q.)

(ii) zweimaliges Wiirfeln:
Q={(i,j):i,j€{l,....60} ={1,2,....6} x {1,2,....6} = {1,2,...,6)?
also |2] = 36.
(iii) Minzwurf: Q = { Kopf, Zahl }.
(iv) Autos am Darmstadter Kreuz am 25. August 2007: Q@ = {0,1,2,3,...} = NU {0}

(v) Temperatur in Grad Kelvin am Luisenplatz am 1. Dezember 2007, 12 Uhr Mittags:
2 = [0, oo oder realistischer [250,290] (O°C = 273.15°K)

In den ersten vier Fallen sind die Ergebnisraume endlich oder abzdhlbar unendlich. Solche
Ergebnisraume nennt man auch diskret. Im fiinften Fall ist der Ergebnisraum nicht mehr
abzahlbar, sondern eine kontinuierliche Menge.

Die Wahrscheinlichkeitstheorie zu kontinuierlichen Ergebnisrdumen ist mathematisch an-
spruchsvoller als die zu diskreten Ergebnisrdaumen. Daher betrachten wir zundchst nur
diskrete Ergebnisraume €.

Ereignisse

Teilmengen A C Q von € heilen Ereignisse. Die Gesamtheit aller Ereignisse ist somit nichts
weiter als P(€2), also die Potenzmenge von (2. Unter der Potenzmenge von (2 versteht man
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die Gesamtheit aller Teilmengen von Q einschlieRlich der leeren Menge () und der Menge 2
selber.

Beachten Sie: Ereignisse sind Elemente der Potenzmenge P(£2) von €, also Teilmengen
von (), wihrend Elementarereignisse Elemente von €2 sind.

Beispiele
(i) A={1,3,5} = Augenzahl ungerade
(i) A={(5,6),(6,5),(6,6)} = Augensumme > 10
(iv) A ={22.000,22.001,...} ={n:n >22.000} = ungewdhnlich hohes Verkehrsaufkommen
Zwei Ereignisse sind besonders hervorzuheben:
e () = das sichere Ereignis
e () = das unmdgliche Ereignis.

Die bekannten Mengenoperationen lassen sich als Operationen auf Ereignissen interpre-
tieren:

AUB = A oder B tritt ein

AjUAU...UA, = |J,_, Ax = mind. eines der A; tritt ein
ANB=A und B treten ein

AinAn...NA, =_, Ay = alle Aj treten ein

A =MNA:={weQ:wé¢ A} =A tritt nicht ein

A° heilt Komplement der Menge A (in ). Es gilt

Q=P und )°=9.

Woahrscheinlichkeitsmalle

Fiir jedes Ereignis A legen wir im nachsten Schritt eine Wahrscheinlichkeit P(A) zwischen
0 und 1 fest. P(A) soll ein Mal dafiir sein, dass das Ereignis A eintritt:

e tritt A niemals ein, so setzt man P(A) = 0. Insbesondere P(()) = 0.

e tritt A sicher ein, so setzt man P(A) = 1. Insbesondere P(Q2) = 1.

Zusatzlich sollte gelten: Sind A und B disjunkte Ereignisse, d.h. A und B besitzen keine
gemeinsamen Elementarereignisse, also AN B = (), so ist

P(AUB) = P(A) + P(B). (2.1)

Diese Eigenschaft von P bezeichnet man als Additivitat.
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Aus (2.1) folgt unmittelbar: sind Ay, ..., A, paarweise disjunkte Ereignisse, d.h. A,NA, =0
fur k # 1, so folgt:

P(AiU...UA,)=P(A)+...+ P(A,). (2.2)

Gilt schlieRlich auch fiir jede unendliche Folge (A,) paarweiser disjunkter Ereignisse

2 <D Ak> - i P(Ay) (2.3)

so spricht man von o-Additivitat.
Definition Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar (2, P), wobei
e () eine nichtleere, diskrete (d.h. endliche oder abz3hlbar unendliche) Menge
e P ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmal} auf €2, d.h. eine Abbildung
P:PQ)—R
mit folgenden Eigenschaften:

— P(A) > 0VA € P(Q) (Nichtnegativitat)

— P(©2) = 1 (Normiertheit)

- P(Up—; Ak) =D 1o P(Ay) fiir jede Folge (Ay) paarweise disjunkter Ereignisse
(o-Additivitat).

Rechenregeln fiir P

e P ist (insbesondere) endlich additiv, d.h. fiir A;,..., A, paarweise disjunkt, ist

P(Alu...UAn):P(A1)+...+P(An)zzn:P(Ak).

e P(A°) =1— P(A), denn A und A° sind disjunkt, AU A° =€, also

1= P(Q) = P(AU A°) = P(A) + P(A°).
e P(()) =0, denn (¢ =€, also

PM)=1-PQ)=1-1=0.

e A C B impliziert P(A) < P(B)
denn B =AU (BN A°) und A und B N A° sind disjunkt, also

P(B) = P(A) + P(BU A°) > P(A).
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Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsmallen mit Hilfe von Wahrscheinlichkeits-
funktionen

Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion (auf §2) ist eine Funktion p : Q@ — [0, 1] mit

> pw) =1 (2.4)

we

Bemerkung Beachten Sie, dass es sich bei (2.4) um eine unendliche Summe handelt, falls
2 unendlich viele Elemente enthilt. Gemeint ist mit (2.4) also, dass die (mdglicherweise
unendliche) Reihe > _, p(w) konvergiert und ihr Wert gleich 1 ist. Hierbei kommt es auf
die Reihenfolge, in der die Wahrscheinlichkeiten p(w) aufsummiert werden, nicht an, denn
die Reihe ist wegen der Nichtnegativitdt der Summanden p(w) absolut konvergent.

Zu gegebener Wahrscheinlichkeitsfunktion p definieren wir die Wahrscheinlichkeit P(A) eines
Ereignisses A durch

P(A):=> pw). (2.5)

w€eA

Die Wahrscheinlichkeit von A ist also gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Ele-
mentarereignisse w die in A liegen. Die so definierte Abbildung P ist ein diskretes Wahr-
scheinlichkeitsmal auf €2, d.h. nichtnegativ, normiert und o-additiv.

Umgekehrt konnen wir zu jedem diskreten WahrscheinlichkeitsmalR P auf Q durch

p(w) =P ({w}) ,we (2.6)
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf Q) definieren.

Durch (2.5) und (2.6) ist also eine 1-1 Beziehung zwischen allen WahrscheinlichkeitsmaRen
iber © und allen Wahrscheinlichkeitsfunktionen {iber €2 gegeben.

Beispiele

(i) Beim Wiirfeln mit einem fairen Wiirfel ist jede der sechs méglichen Augenzahlen gleich-
wahrscheinlich. Man setzt daher

1
p(w)zé firwe Q={1,2,3,4,5,6}.

Es folgt z.B.

3 1
P(Augenzahl ungerade) = P ({1,3,5}) = §=73

(i) Beim zweimaligen Wiirfeln mit einem fairen Wiirfel ist wiederum jedes der 36 Elemen-
tarereignisse aus ) = {1,2,3,4,5,6} gleichwahrscheinlich, also p(w) = 3—16 Yw € Q.
Es folgt z.B.

P(Augensumme > 10) = P ({(5,6), (6,5), (6,6)}) = — = — .
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Beide Beispiele sind Spezialfalle eines Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraumes.

Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum

Ist €2 eine endliche Menge, so definiert

1
p(w)::@, w e

eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf €. Fiir die Wahrscheinlichkeit P(A) eines beliebigen
Ereignisse folgt hieraus sofort

PA) =" ’—é' — %. (2.7)

P(A) heilt Laplace-Wahrscheinlichkeit von A. Da jedes Elementarereignis gleichwahr-
scheinlich ist, spricht man von P auch als der Gleichverteilung auf ).

Die Berechnung der Wahrscheinlichkeit P(A) in (2.7) fiihrt auf das Problem der Abzdhlung
der Elemente in A, also auf ein Abz3dhlproblem. Die wichtigsten Abzihlprobleme sollen
im folgenden anhand von einfachen Urnenmodellen illustriert werden:

Eine Urne enthalte n unterscheidbare Kugeln 1,2,....,n. Wir unterscheiden dann das k-
malige Ziehen einer Kugel aus der Urne mit/ohne Zuriicklegen, wobei es auf die Reihenfolge
der gezogenen Kugeln ankommt/nicht ankommt:

1) in Reihenfolge mit Zuriicklegen

Q={w=(21,...,2) :2; € {1,...,n}},|Q| = n*

d.h., ein Elementarereignis w = (x1,...,xx) ist ein k-Tupel, d.h. eine geordnete
Menge der Lange k, wobei x; fiir die Nummer der i-ten gezogenen Kugel steht.

2) in Reihenfolge ohne Zuriicklegen

Q={w=(21,...,2%) 1 x; € {1,... n},x; # z; firi # j}

Q=n-(n—1)-(n—2)-...-(n—k+1) = (nflk)!.
Zur Erinnerung: Fakultdtsfunktion
ml:=m(m—-1)-(m—2)-...-2-1=1I" 1k, und 0l := 1.
Insbesondere
nl=n-(n—1)=n-n=-1)-n=-2)=...=n-n=1)-...-(n—k+1)- (n—k)!,
also
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Fir £ = n erhdlt man als Spezialfall

n! n!
i (n—mn)! 0! "

n! ist also gleich der Anzahl aller méglichen Anordnungen (oder auch Permutationen)
der n-elementigen Menge {1,...,n}.

3) ohne Reihenfolge ohne Zuriicklegen

Q={w=A{x1,...,21} 12, €{1,2,...,n},z; # x; firi # j}

Im Unterschied zum Ziehen ohne Zuriicklegen werden nun alle k-Tupel (z1,...,xx),
die zu derselben Menge der gezogenen Kugeln fiihren, zu einem Elementarereignis
zusammengefasst. Insgesamt gibt es k! solcher Tupel (das entspricht also gerade der
Anzahl der Permutationen der Menge der k gezogenen Kugeln), also erhalten wir

insgesamt
n! L (n
(n—k)! k' \k

Elementargereignisse. Es gilt also
n
Q| = .
1= (})

Insbesondere: (k) ist gleich der Anzahl aller k-elementigen Teilmengen aus einer
n-elementigen Grundmenge.

Alternative Darstellung von Q: Unter allen k-Tupeln, die zur selben Menge {z1, ..., x;}
fiihren, gibt es genau ein Tupel (2(1),..., 24 ), in dem die Elemente ihrer Groe nach
angeordnet sind:

Ty <z <...<Tk)-

Wir kdnnen auch schreiben

Q={(z1,...,25) :x; €{1,...,n}, 21 <x2 < ... <1}

4) ohne Reihenfolge mit Zuriicklegen

Analog zu 3) ordnen wir wieder die Nummern der gezogenen Kugeln der GréRe nach
an:

wobei wegen des Zuriicklegens Kugeln mehrfach gezogen werden kénnen.
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Durch Ubergang von T(;) zu x) + 1 — 1 erhdlt man aus (2.8) eine streng monoton
aufsteigende Folge

o)y <z tl<zg+2<...<zgy+k-1.
Wir erhalten als Stichprobenraum in diesem Falle also
Q={(z1,...,25) cx;e€{l,...on,n+1,....n+k—1}, 21 <x2 < ...<x1}.

Fiir die Machtigkeit |2 von 2 ergibt sich nach 3)
n+k—1
Q| = :
o= (")

Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhingigkeit

Ist iiber den Ausgang eines Zufallsexperiments bereits eine Teilinformation verfiigbar, dndern
sich entsprechend die Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse.

Beispiel

Zweimaliges Wiirfeln eines fairen Wiirfels

P(Augensumme > 10) = TR
Wie andert sich diese Wahrscheinlichkeit, wenn bereits bekannt ist, dass beim ersten Wiirfeln
eine 6 gewiirfelt wurde? Unter dieser Annahme bleiben nur noch sechs gleichwahrscheinliche
Moglichkeiten fiir die zweite Augenzahl iibrig, von denen die Augenzahlen 5 und 6 insge-
samt zu einer Augensumme groRer als 10 fiihren. Fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
Augenzahl > 10 unter der Bedingung 1.Augenzahl 6 ergibt sich somit
2 1
P(Augensumme > 10 | 1.Augenzahl 6) = 53

Die bedingte Wahrscheinlichkeit ist also viermal hoher als die urspriingliche “a priori” Wahr-
scheinlichkeit.

Definition Fiir Ereignisse A, B mit P(B) > 0 heift

P(AN B)

P(A|B) = =55

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B (oder auch: die
bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B). Im Falle P(B) = 0 setzen wir einfach
P(A| B):=0.

Eigenschaften der bedingten Wahrscheinlichkeit
e P(A[B) €[0,1]
e P(D|B)=0
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e Gilt P(B) > 0,soist P(2| B) =1 und
P(-|B) : P(2) — [0,1],A— P(A|B)
ist wieder eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Q2. P(- | B) heilt bedingte

Wahrscheinlichkeitsverteilung unter der Bedingung B.

Beispiel (Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum)

Q endlich, P(A) = Al sei die Gleichverteilung auf Q. Dann folgt fiir B = ()

el
bl PANB) G |An B
B ="p@ ~ 8 T

Insbesondere: Die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung ist im Falle des Laplaceschen
Wahrscheinlichkeitsraumes gerade die Gleichverteilung auf B.

Beispiel

Bedingte Wahrscheinlichkeiten bilden die Grundlage fiir das Tarifsystem von Versicherungen.
Verungliicken etwa mehr Manner als Frauen, sollten entsprechende Pramien einer Versiche-
rung gegen Arbeitsunfalle fiir Manner hoher als fiir Fraunen sein, etwa:

P(Unfall | V weiblich) = 0.002
P(Unfall | V mdnnlich) = 0.005.

Kennt man noch den Anteil der mannlichen und weiblichen Versicherungsnehmer, etwa
. 2 o
P(V weiblich) = E= 1 — P(V m3nnlich),

so kann man hieraus die totale Wahrscheinlichkeit eines Arbeitsunfalls errechnen:

P(Unfall) = P(Unfall und V weiblich)+ P(Unfall und V minnlich)
= P(Unfall | V weiblich)P(V weiblich)
+ P(Unfall | V minnlich)P(V ménnlich)

2
= 0.0023 + 0.0052 = 0.0038.

Die Berechnung der “totalen” Wahrscheinlichkeit fiir einen Arbeitsunfall ist ein Speziallfall
des ersten Teils des folgenden Satzes.

Satz
Es seien By,..., B, disjunkte Teilmengen von 2 und A C By U...U B,. Dann folgt:

(i) (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit)

P(A) = zn:P(A|Bk)P(Bk>- (2.9)
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(i) (Formel von Bayes) Fiir P(A) > 0 gilt

PB4 = zp(ﬁgf g()igm ' (2.10)

Beispiel

In obigem Beispiel kennt man bereits die totale Wahrscheinlichkeit eines Arbeitsunfalls
P(Arbeitsunfall) = 0.0038.
Die Formel von Bayes liefert nun fiir die “umgekehrte” bedingte Wahrscheinlichkeit

P(V m3nnlich | Arbeitsunfall)
P(Arbeitsunfall | V mdnnlich)P(V ménnlich)
P(Arbeitsunfall)

0.003
= 00038 0.789.

Wie zu erwarten handelt es sich bei einer verungliickten Person in fast 80% aller Falle um
Manner. Dieses Verhiltnis kann sich aber ins Gegenteil verkehren, wenn entweder der An-
teil der weiblichen Versicherungsnehmer den Anteil der mannlichen Versicherungsnehmer
weit libersteigt oder die bedingte Wahrscheinlichkeit P(Arbeitsunfall | V weiblich) fir
einen Arbeitsunfall eines weiblichen Versicherungsnehmers die entsprechende Wahrschein-
lichkeits eines Arbeitsunfalles eines mannlichen Versicherungsnehmers weit iibersteigt.
Beispiel

Mitunter liefert die Formel von Bayes scheinbar iiberraschende Aussagen wie im Falle des
folgenden Tests auf eine seltene Krankheit.

Angenommen, 5 Promille der Bevélkerung haben eine seltene Krankheit K, d.h.
P(K) = 0.005.
Ein medizinischer Test zeigt bei 99% der Erkrankten eine positive Reaktion, d.h.
P(Test positiv |K) =0.99.
Allerdings zeigt besagter Test auch bei 2% der Gesunden eine positive Reaktion, d.h.
P(Test positiv |K¢) =0.02.

Von besonderem Interesse ist nun offenbar folgende

Frage: Angenommen, der Test ist positiv. Wie groB8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
getestete Person tatsichlich an K erkrankt ist? Wie groR ist also die bedingte Wahrschein-
lichkeit

P(K |Test positiv)?
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Die Formel von Bayes liefert
P(Test positiv|K)P(K)
P(Test positiv| K) - P(K) + P(Test positiv|K¢)P(K¢)
B 0.99 - 0.005 495
~0.99-0.005+ 0.02-0.995 2485
Also: Nur in 2 von 10 Fillen mit postivem Testergebnis ist die getestete Person auch wirklich
an K erkrankt.

P(K |Test positiv) =

~0.2.

Unabhangigkeit

Ist P(A) = P(A|B), d.h. die Wahrscheinlichkeit von A unabhangig davon, ob das Ereignis
B eingetreten ist oder nicht, so folgt:

P(A) = P(A|B) = %
und damit
P(ANB) = P(A) - P(B). (2.11)

Zwei Ereignisse A und B mit (2.11) heifen (stochastisch) unabhangig.
Allgemeiner

Definition Die Ereignisse A1, ..., A, heilen (stochastisch) unabhangig, falls fiir jede nicht-
leere Teilmenge {i1,...,ix} C {1,...,n} gilt:

P(AyN...NAy) =P(A)-...- P(A,,).

Man beachte, dass zum Nachweis der Unabhangigkeit dreier Ereignisse A, B und C, der
Nachweis der paarweisen Unabhangigkeit je zweier Ereignisse nicht ausreicht. Als Beispiel
betrachten wir beim zweimaligen Werfen einer fairen Miinze die Ereignisse

A =1.Wurf Zahl
B = 2.Wurf Zahl
C =1. und 2.Wurf gleich.

Diese sind paarweise unabhangig aber nicht unabhangig, denn P(A) = P(B) = P(C) = %
P(ANB)=P(ANC)=P(BNC) =1, aber

P(ANBNC) = i £ P(A)P(B)P(C).

Beispiel Beim zweimaligen Wiirfeln eines fairen Wiirfels ist die erste Augenzahl offenbar
“unabhingig” von der zweiten Augenzahl, also jedes Ereignis A, das nur von der ersten Zahl
abhangt, unabhingig von jedem Ereignis B, das nur von der zweiten Augenzahl abhangt,
etwa:

1
A = 1.Augenzahl gerade, P(A) = 5
B = 2.Augenzahl > 5, P(B) = %
Dann gilt
P(ANB) = P({(2,5),(2,6),(4,5),(4,6),(6,5),(6,6)})
6_1_
6

11
55 = P(A)-P(B).
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2. Zufallsvariablen und Verteilungen

Im ganzen Abschnitt sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Funktion
X:Q—-R
heift Zufallsvariable (auf €2). Da 2 abzahlbar, ist auch das Bild
X(Q)={Xw) :weQ}CR
abzahlbar.
Fir x € R betrachten wir insbesondere das Ereignis
{X=2}={weQ: X(w)=2}=X nimmt den Wert z an

Durch
px(z) =P(X =2x), x€X(Q)

wird dann eine neue Wahrscheinlichkeitsfunktion auf X (€2) definiert. Das zugehdrige diskrete
WahrscheinlichkeitsmaR Py auf P(X(Q2)) heilt Verteilung von X (unter P).

Fiir beliebige Ereignisse A C X () gilt offenbar

Px(A) =) px(z)=> P(X =u)

€A T€EA
:P< Jfw: X(w) :x}> — P(X € A).
ged y
:{w:)zzw)EA}

Beispiel Beim zweimaligen Wiirfel eines fairen Wiirfels sei X die Augensumme. X ist eine
Zufallsvariable mit Werten in der Menge {2, 3, ..., 12}, von denen aber nicht alle Werte mit
gleicher Wahrscheinlichkeit von X angenommen werden. Vielmehr gilt:

px(2)= Pk 1) €0 : k+1=2)) = PUL(L DY) =

px(12) = P({6,6}) = ¢

und fiir die tibrigen Werte

px(3) =px(11) = = px(4) = (10) =

= o px(6) = px(8) = -

_ 6
36

px(5) = px(9)

px(7)

Graphische Veranschaulichung der Verteilung von X mit Hilfe eines Stabdiagramms
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Verteilung der Augensumme

0.08 0.12 0.16
1

0.04
1

Die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen

Die Funktion
Fz) =P(X <z),zeR

heilt Verteilungsfunktion von X . Sie besitzt wie jede empirische Verteilungsfunktion (siehe
Abschnitt 1.2) folgende Eigenschaften:

e F'ist monoton wachsend
e 0<F <1, limy o Fx) =0, lim, o F(z) =1

e [ ist rechtsseitig stetig.

Unabhingigkeit von Zufallsvariablen

Definition Es seien X, X, ..., X,, Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P).
Xi,..., X, heifen (stochastisch) unabhingig, falls fiir alle Teilmengen By, ..., B, von
R gilt:

P(X,€Bi,...,X, €B,)=P(X,€B))-...- P(X, € B,). (2.12)

Die Zufallsvariablen X7, ..., X, sind also genau dann (stochastisch) unabhingig, wenn fiir
beliebige Teilmengen By, ..., B,, die Ereignisse

{Xi € Bi},... {X, €B,}
(stochastisch) unabhiangig sind.

Aquivalent zu (2.12) ist folgende, in der Praxis einfacher zu iiberpriifende Bedingung: Fiir
alle z(,...,z, € R ist

Beachten Sie, dass P (X =x;) = 0 fir die weitaus meisten Werte z;, € R, ndmlich
mindestens fiir alle z, € R\ X (R).
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Beispiel Beim zweimaligen Wiirfeln sei X; die erste Augenzahl und X, die zweite. Mit
(2.13) ist dann einfach zu sehen, dass X; und X, unabhangig sind.

Spezielle Verteilungen

Bernoulli-Verteilung

Fixiere eine Teilmenge A C ) und definiere

X(w) 1 firwe A
w) =
0 furwe A°.

Wir interpretieren das Ereignis {X = 1} = A als “Erfolg”. Dementsprechend bezeichnen wir
p:=P(X =1)=P(A)

als Erfolgswahrscheinlichkeit. Entsprechend gilt fiir die Wahrscheinlichkeit eines MiRer-
folges
P(X=0)=PA)=1—-PA)=1-p.

Definition Es sei p € [0, 1]. Das durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion p : {0,1} — [0, 1]

p(1)=p, und p(0) =1—p

definierte Wahrscheinlichkeitsmal auf {0, 1} heilt Bernoulli-Verteilung zu p. Zufallsex-
perimente, die nur zwei mogliche Ausgange kennen, nennt man entsprechend Bernoulli-
Experimente.

Beispiele fiir Bernoulli-Experimente
e Werfen einer fairen Miinze: P(Kopf) = P(Zahl) = 1
e Geschlecht eines Neugeborenen: P(weiblich) = 0.47, P(minnlich) = 0.53
e Ziehen einer Kugel aus einer Urne mit s schwarzen und w weilen Kugeln:

s
s+w

P(gez. Kugel schwarz) =

Binomialverteilung

Es seien X, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen, die alle Bernoulli-verteilt sind zu p.

Wir kénnen X; als Ausgang eines Bernoulli Experiments mit Erfolgswahrscheinlichkeit p inter-
pretieren, wobei die Folge der n Experimente unabhingig ist. Dann z3hlt die Zufallsvariable

Sp=X1+...+X, €{0,...,n}

die Gesamtanzahl der Erfolge.

Fiir die Verteilung P, der Summe S,, gilt dann

ps, (k) = P(S, = k) = (") PP — p)"F =: b(k; n, p)
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Hierbei ist (Z) gerade die Anzahl der n-Tupel mit genau k Einsen (und n — k Nullen), p* die
Wahrscheinlichkeit fiir k Erfolge und (1 —p)"~* die Wahrscheinlichkeit fiir n — k MiRerfolge.

Definition Es sei n € N und p € [0, 1]. Das durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion
b(;n,p) : {0,...,n} —[0,1]
ko (Z)p"’(l -p)""

definierte WahrscheinlichkeitsmaB auf {0, ..., n} heilt Binominalverteilung zu n und p
und wird mit Bin (n,p) bezeichnet.

Wir haben insbesondere gesehen: Bei einer Folge von n unabhangigen Bernoulli-Experimenten
mit Erfolgswahrscheinlichkeit p ist die Summe der Erfolge binominalverteilt mit Parameter
n und p.

Bin(20,0.2) Bin(20,05) Bin(20,0.9)

,|| ||| ........... ||| ||
T T
5 15

T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 0 20 0 5 10 15 20

0.15
1

0.10

0.05
1

0.00 005 040 015 020 025
1 1

0.00 005 0.10 045 0.20

0.00

Geometrische Verteilung

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass man mit einem fairen Wiirfel genau k& Versuche
bendtigt, bis zum ersten Mal eine 6 gewiirfelt wird?

Fir k = 1 ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit offensichtlich é, fir k = 2 ist sie gleich % . é,

denn die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist aufgrund der Unabhangigkeit der beiden Wiirfe

gleich dem Produkt aus der Wahrscheinlichkeit, beim ersten Wiirfeln keine 6 zu wiirfeln
1

(= 2), und der Wahrscheinlichkeit, beim zweiten Wiirfeln eine 6 zu wiirfeln (= ).

Fiir allgemeines k& konnen wir wie folgt vorgehen: Wir definieren eine Folge von Zufallsvaria-
blen X, X5, X5, ... durch

X}, :=1 falls beim k-ten Wurf eine 6 gewiirfelt wird

und X}, := 0 sonst. Offenbar sind die Zufallsvariablen X, X5, X3, ... unabhdngig Bernoulli-
verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit p = %. Das Ereignis Ay, im k-ten Wurf zum ersten Mal
eine 6 zu wiirfeln, kann mit Hilfe dieser Zufallsvariablen nun wie folgt beschrieben werden:

Ak:{Xl:0’X2:07"‘7Xk—1:Oanzl}.

Aufgrund der Unabhiangigkeit der Zufallsvariablen ergibt sich fiir die gesuchte Wahrschein-

lichkeit
PA) =P(X1=0,Xo=0,...,X4_1 =0,X, = 1)

= P(X;=0)-P(Xy=0)-...- P(X}_1 =0)- P(X =1)

_55. 51 _(5\"1
6 6 6 6 \6 6
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Allgemeiner Gegeben eine Folge von unabhangigen Zufallsvariablen X, X5, X3, ..., die alle
Bernoulli-verteilt sind zu p > 0. Definiere die Wartezeit auf den ersten Erfolg

T:=min{k>1: X, =1}.

Wie in obigem Fall der Wartezeit auf die erste 6 beim Wiirfeln mit einem fairen Wiirfel,
erhalten wir fiir die Verteilung von T’

P(T=k)=P(X;=0,Xo=0,..., Xp_1 =0, X = 1)
=PX;=0)-P(Xy=0)-...- P(X_1=0)- P(Xx =1)
=(1-p*"p

firk=1,2,3,....
Definition Es sei p €0, 1] Das durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion

Lo N [0,1]
ke (1—p)'p

definierte Wahrscheinlichkeitsmall auf N heilt geometrische Verteilung zu p und wird
mit Geom (p) bezeichnet.

Poissonverteilung

Fiir A > 0 definiert i

A
(k) = e*AF, ke Ny

eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf Ng, denn aus der Reihenentwicklung der Exponential-

funktion
f: al
k!
k=0
folgt

Zﬂ')\ *Azk'— et =e'=1.

Definition Es sei A > 0. Das durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion

7y : Nog — [0, 1]
)\k
k— eiky
definierte Wahrscheinlichkeitsmal auf Ny heilt Poissonverteilung zu A\ und wird mit Poiss
(A) bezeichnet.
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Poiss(2.5)
&
(a]
[}
&
<
o
=
=2
=
L
S
e
g I
= T T T T T
0 5 10 15 20

Die Poissionverteilung empfiehlt sich als Niherung der Binomialverteilung Bin (n,p) fir
groBe n und kleine p. Die Approximation ist umso besser, je kleiner der Wert np? ist. Diese
Naherung wird gerechtfertigt durch die folgende Beobachtung:

Poissonscher Grenzwertsatz

Es sei (p,) C [0, 1] eine Folge von Erfolgsparametern mit lim, ., np, = A > 0. Dann folgt
lim b(k;n,p,) =mx(k) firalle k € Ny.

n—oo

Mit anderen Worten: Die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Binomialverteilung Bin (n, p,)
konvergiert punktweise gegen die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Poissonverteilung Poiss
(A). Im folgenden eine lllustration dieser Konvergenz fiir A = 2.5.

Bin(5,0.5) Bin(10,0.25) Bin(20,0.125)

0.05 010 045 020 025 0.30

000 005 040 015 020 025

0.00 005 010 045 020 025

Eine ndherungsweise Berechnung von Wahrscheinlichkeiten gewisser Ereignisse mit Hilfe einer
Poissonverteilung ist immer dann gerechtfertigt, wenn es sich um seltene Ereignisse handelt.

Beispiel Bei der Herstellung von DVD-Scheiben ist ein Anteil von p = 0.002 bereits bei
der Produktion defekt. Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Warenposten mit
n = 1.000 DVD-Scheiben mindestens fiinf Schreiben defekt sind?

Zur Beantwortung dieser Frage sei X die Anzahl der defekten DVD-Scheiben. Da es sich
bei der Produktion einer defekten DVD-Scheibe (eher) um ein seltenes Ereignis handelt,
empfiehlt sich eine Ndherung der Verteilung von X mit Hilfe einer Poissonverteilung. Den
Parameter \ wahlt man gemaR der Regel

A =np=1000-0.002 = 2.
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Damit folgt fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

20 21 22 23 24
1 _ _ 1 _ =2 = - <
PIX28)=1-PX<d)=1-e (0!+1!+2!+3!+4!)

_ e 42\
=1-e? (142424 ;45 ) ~0.05.

Hypergeometrische Verteilung

Es sei eine Grundgesamtheit mit NV Elementen gegeben, von denen K Elemente die Eigen-
schaft E besitzen. Aus dieser Grundgesamtheit werde n-mal ohne Zuriicklegen gezogen. Wir
sind interessiert an der Anzahl k der gezogenen Elemente, die die Eigenschaft E besitzen.
Hierzu definieren wir

X = Anzahl der gezogenen Elemente mit Eigenschaft F.

Ist & klein, so gibt es keinen groRen Unterschied zwischen dem Ziehen ohne Zuriicklegen
und dem Ziehen mit Zuriicklegen. Daher empfiehlt sich in diesem Falle eine Approximation
der Verteilung von X durch die Binomialverteilung Bin (n,p) mit p = % also

K
P(X =k)=blk;n,—).
(X = k) = blksm, 1)

Ist & jedoch vergleichsweise groR, so muss die gesuchte Verteilung exakt berechnet werden:

() Gir)

)
Zur Herleitung der Formel (2.14) fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit beachte man, dass
(Ik{) (bzw. (Jx:f)) gerade die Anzahl der k (bzw. n — k)-elementigen Teilmengen einer K
(bzw. N — K)-elementigen Grundmenge ist, wihrend (]Z) die Anzahl aller n-elementigen
Teilmengen der Grundgesamtheit aus N Elementen ist.

P(X =k) = k=0,....n. (2.14)

Definiton Es sei K < N, n < N. Das durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion
H(sn,N,K) : {0,...,n} —[0,1]
K\ (N-K
() CGar)
()
definierte WahrscheinlichkeitsmaB auf {0,...,n} heilt Hypergeometrische Verteilung
zu n, N und K und wird mit Hyp (n, N, K') bezeichnet.

k —
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3. Erwartungswert und Varianz

Erwartungswert und Varianz sind die beiden wichtigsten Kennzahlen einer Zufallsvariablen.
Im ganzen Abschnitt sei (€2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, p die zugehdrige
Wahrscheinlichkeitsfunktion.

Der Erwartungswert E(X) einer Zufallsvariablen X wird definiert als der Mittelwert

E(X):=> X(w)pw) (2.15)

weN

der Funktionswerte X (w) gewichtet mit den Einzelwahrscheinlichkeiten p(w) = P(X = z).

Ist Q endlich, so bereitet diese Definition keine Probleme. Im Falle Q unendlich muss man noch Sorge tragen,
dass die Reihe (2.15) absolut konvergiert. Dies ist dann der Fall, wenn die Reihe

> X (W)lp(w)

weN

konvergiert, und man sagt in diesem Fall, dass der Erwartungswert E(X) von X existiert.

Beispiel X sei die Augenzahl beim Wiirfeln eines fairen Wiirfels

Dann gilt

1 1 1 1 1 17
EX)=1-2+2-—43-—+44-—45--46--=—.
(X) R A A A A

Der Erwartungswert stimmt also in diesem Falle mit dem arithmetischen Mittel der Funkti-
onswerte iiberein.

Es sei X eine Zufallsvariable, deren Erwartungswert existiert. Ist 1, 5, ... eine Aufzdhlung
des Bildes X (€2) von X, so folgt

E(X)=) Xpw =) >  Xwpw)

we k we: X(w)=z

= Zka(X =) = Zl'kpx(xk) :

Insbesondere gilt also, dass der Erwartungswert einer Zufallsvariablen X nur von ihrer
Verteilung Py abhangt!

Rechenregeln fiir Erwartungswerte

Es seien X, Y Zufallsvariablen, deren Erwartungswerte existieren. Dann gilt:
o Linearitdt E(aX +0b0Y) = aF(X) + bE(Y) fiir alle a,b € R.
e Nichtnegativitdit X > 0 (d.h. X (w) > 0 fiir alle w € )

= E(X)>0.

e Monotonie X <Y (d.h. Y — X >0)

= E(X)<E®Y).
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e Ist X konstant, also X = c fiir eine Konstante ¢ (d.h. X(w) = c¢ fiir alle w € Q), so
folgt
E(X)=c.

e Transformationssatz: Ist h : R — R eine stiickweise stetige Funktion und ist z, o, 23, . ..
eine Aufzdhlung des Bildes X (£2), so gilt: Der Erwartungswert der Zufallsvariablen
h(X) existiert, genau dann wenn die Summe ), |h(xy)|px(zx) < oo konvergiert und
in diesem Fall ist

E(h(X)) =Y h(z)px(xx) (2.16)
k
e Sind XY unabhéangig, so existiert auch der Erwartungswert von XY, und es gilt

E(XY)=E(X)E(Y).

Beispiele
(i) Sind X7, ..., X,, unabhdngig Bernoulli-verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit p, so folgt
E(Xy)=0-P(Xp=0)+1-P(X=1)=p.
Insbesondere gilt fiir den Erwartungswert der Summe
Sp,=X1+...+X,

E(S,) =FEX1)+...+E(X,)=p+...+p=np.

Da S,, binomialverteilt ist mit Parameter n und p, folgt insbesondere: Fiir den Erwar-
tungswert einer binomialverteilten Zufallsvariablen S,, mit Parametern n und p gilt:

E(S,) =np.
(ii) Ist X Poiss (A\)-verteilt, so folgt
B(X)=) kP(X =k)=) ke

k=0 k=0
i A N1 > \F

— -A — A M

—Ze (l{;—l)!_)\e Zk'_)\
k=1 k=0

Ein MakR fiir die Streuung der Funktionswerte X (w) um ihren Erwartungswert E(X) ist die
mittlere quadratische Abweichung

Var(X) = E (X — E(X))?) = 3 (X (w) ~ E(X))* plw). (2.17)

Sie heilt Varianz von X.
Damit der Ausdruck (2.17) wohldefiniert ist, miissen die Erwartungswerte E(X) und E ((X — E(X))2>

existieren. Man kann zeigen, dass beide existieren, falls der Erwartungswert E(X?) von X? existiert.
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Unter der Standardabweichung von X versteht man die GroRe
sx = /Var(X).

Wie der Erwartungswert, so hangt auch die Varianz (und damit auch die Standardabwei-
chung) nur von der Verteilung Px von X unter P ab. Ist ndmlich x, x5, 25 . .. eine Aufzéh-
lung der Werte von X, so folgt

Var(X) =) (X(w) = BE(X))* p(w)
=Y. D (- EX)'pw)

k weQ: X(w)=z

= Z Tk — px(ﬂﬁk)‘
k

Beispiel X sei die Augenzahl beim Wiirfeln eines fairen Wiirfels Dann folgt
7\ 1 7\ 1 7N 1 35
Var(X)=(1—=] - = 2——) -=+... —=] ===
ar(X) ( 2) 6+< 2) 6 +(6 2) 6 12

Rechenregeln fiir Varianzen

Es seien XY, X;,...,X,, Zufallsvariablen, fiir die die Erwartungswerte F(X?), E(Y?),
E(X?),...,E(X?) existieren. Dann gilt:

e Var(aX +b) = a*Var(X) fir alle a,b € R.
e Verschiebungssatz Var(X) = E(X?) — (E(X))>
e X, Y unabhingig = Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Beweis
Var(X +Y) = E((X +Y)?) — (B(X +Y))*
= B(X?42XY +Y?) — (E(X) + E(Y))?
= B(X?) +2E(XY)+ E(Y?) - (B(X)*+2E(X)E(Y) + E(Y)?)
= BE(X?) = (E(X))* + E(Y?) = (B(X)(Y))* +2(E(X - Y) = E(X)E(Y))
Var(X) 4 Var(Y) — 2(E(XY) — E(X)E(Y)) .

Da X und Y unabhéngig, folgt E(XY) = E(X)E(Y), und damit verschwindet der dritte Term auf der

rechten Seite.
Allgemeiner gilt die Identitdt von Bienaymé

Sind X ..., X,, unabhingig, so folgt

Var(X; + ...+ X,,) = Var(X;) + ...+ Var(X,) .

Beispiele
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(i) Sind X7, ..., X,, unabhdngig Bernoulli-verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit p, so folgt
fur die Varianz der Summe S,, = X; + ...+ Xn

Var(S,) = Var(X; + ...+ X,,) = Var(Xy) +... 4+ Var(X,,).
Fiir die Varianz der Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen X}, errechnet man sofort
Var(Xy) = E (X7) — (E(Xy))* =p—p* = p(1 - p),

so dass
Var(S,) =np(1 —p).

Da S,, binomialverteilt ist mit Parameter n und p, folgt insbesondere: Fiir die Varianz
einer binomialverteilten Zufallsvariablen S,, mit Parameter n und p gilt

Var(S,) = np(1 —p).

(ii) Ist X Poiss (A\)-verteilt, so folgt

[oe) o )\
E(X?) =) KPX=k =) ke o
k=0 k=0
)\ A )\k—l
= k—1+1)e?
]
k=0
0 \ k—1 o0 )\)\ . )\kfl
=AY (k=1 + A e
kz_; (k—1)! ,; (k—1)!
- )\)‘k 2
:)\Zke HJFA_)\ + A,
k=0
also
Var(X) = E(X?) — (B(X))? =X + A=\ =
Kovarianz

Sind X und Y zwei Zufallsvariablen, deren Varianzen existieren, so ist die Kovarianz
Cov(X,Y) = E (X — E(X))(Y — E(Y)))

wohldefiniert. Sie ist das Analogon zur empirischen Kovarianz einer zweidimensionalen Mess-
reihe. Die GroRe

Cov(X,Y
o(X,Y) = X, 1)
v/ Var(X)y/Var(Y)
heilt dementsprechend der Korrelationskoeffizient von X und Y. Ist o(X,Y) = 0, so
heilen X und Y unkorreliert.

Die Kovarianz hangt nur von der gemeinsamen Verteilung Pxy der Zufallsvariablen X
und Y unter P ab. Hierunter versteht man die diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung zur
Wahrscheinlichkeitsfunktion

pxy(z,y) =P X =z,Y =y), ze€X(Q),yeY(Q)
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auf dem Produktraum X (Q) x Y(Q) := {(z,y) : z € X(Q),y € Y(Q)} C R

Ist ndmlich 21, x5, x3, . .. eine Aufzdhlung der Werte von X und y1, 2, y3, . . . eine Aufzdhlug
der Werte von Y, so folgt

Cov(X,Y) =) (X(w) = E(X)) (Y(w) — E(Y))

weN

-3y Y @-EX) - EY)
k

I weQ: X(w)=z,Y (w)=y

— Z Z (zr — E(X)) (y — E(Y)) pxy (zr, u1) -

Rechenregeln fiir Kovarianzen
o Cov((axX +bx),(ayY 4+ by)) = axayCov(X,Y) fir alle ax,ay,bx,by € R.
e Verschiebungssatz Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

e X, Y unabhingig = Cov(X,Y) = 0. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht.
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4. Stetige Verteilungen

In vielen Fallen kann der Wertebreich einer Zufallsvariablen X nicht diskret gewahlt werden
(z.B. Wartezeiten, Laufzeiten, KérpergroRe, Lufttemperatur,...) sondern muss als Intervall
[a, b] oder gleich ganz R gewahlt werden. Eine solche Zufallsvariable kann natiirlich nicht auf
einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) definiert sein. Es bedarf hierzu also einer
Erweiterung des Begriffes des Wahrscheinlichkeitsraumes auf iiberabzahlbare Ergebnismen-
gen ). Die mathematische Theorie zur rigorosen Durchfiihrung dieser Erweiterung sprengt
eindeutig den Rahmen dieser Vorlesung, man findet sie in Biichern zur Wahrscheinlichkeits-
theorie.

Im folgenden betrachten wir nur den fiir die Anwendungen enorm wichtigen Fall stetig ver-
teilter Zufallsvariablen X. Dabei heifft X stetig verteilt mit Dichte f, falls gilt

P(X <b) = /b f(z)dx fur alle b e R. (2.18)

Hierbei ist f : R — R eine uneigentlich Riemann-integrierbare Funktion mit

o f(x) >0 fur alle x € R,
° fj;o f(z)de = 1.

Fiir eine mit Dichte f stetig verteilte Zufallsvariable X wird also die Wahrscheinlichkeit der

Ereignisse
{w: X(w) <b}

durch die schraffierte Flache angegeben.

2.0

0.5
1

Wie im Falle diskreter Zufallsvariablen heift die Funktion

F(:c):P(ng):/_x f#)dt,z R

die Verteilungsfunktion von X. Sie besitzt genau dieselben Eigenschaften wie im diskreten
Fall.
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Mit Hilfe von (2.18) kdnnen wir dann auch sofort die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
{w : a < X(w) < b} berechnen, denn

Pla<X<b)=PX<b)-PX<a)
/ f(z f(m) dx (2.19)

:/a f(z)dx

Fiir eine stetig verteilte Zufallsvariable X gilt
P(X=12)=0 VzeR,

d.h. X nimmt einen bestimmten Wert = nur mit Wahrscheinlichkeit 0 an. Dies ist ein
fundamentaler Unterschied zu diskreten Zufallsvariablen. Damit gilt insbesondere

Pa<X<b=Pla<X<b)=Pla<X<b=Pla<X<b) Va,beR.
(2.20)
Stochastische Unabhingigkeit

Der Begriff der stochastischen Unabhangigkeit ldsst sich unmittelbar auf stetig verteilte Zu-
fallsvariablen tibertragen: zwei (stetig verteilte) Zufallsvariablen X und Y heifen stochas-
tisch unabhangig, falls

P(X<z,Y<y)=P(X <z)P(Y <y) Va,yecR.

Allgemeiner: Die (stetig verteilten) Zufallsvariablen X7, ..., X, heilen stochastisch unab-
hangig, falls

P(Xl SIl,XQ §I2,7Xn an) :P(X1 le)P(XQ SJ]Q)P(XH an) (221)

fur alle 21, 29, ..., 2, € R.
Die Analogie zum diskreten Fall erkennt man wie folgt: Ist B; :=] — 00, z;], so kann man
(2.21) in der Form

P(X,e€B,Xo€DB,,...,.X,€B,)=P(X,€B;)-P(Xo€By)-...- P(X, € By)

schreiben.

Erwartungswert, Varianz und Kovarianz

Ist X stetig verteilt mit Dichte f, so sagen wir, dass der Erwartungswert E(X) von X
existiert, falls die Funktion |x|f(z) uneigentlich Riemann-integrierbar ist (dann ist auch
xf(z) uneigentlich Riemann-integrierbar) und man setzt in diesem Falle

B(X) = /_+o° o f(x) dz.

[e.e]
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Ist zusdtzlich auch die Funktion (z — E(X))® f(z) uneigentlich Riemann-integrierbar, so
definiert man die Varianz Var(X') durch

wmxy:/fm@—E@»%@gm

oo

und die Standardabweichung wie im diskreten Fall durch

sx =/ Var(X).

Die Rechenregeln fiir Erwartungswerte und Varianz diskret verteilter Zufallsvariablen (siehe
Abschnitt 11.3) iibertragen sich unmittelbar auf den Fall stetig verteilter Zufallsvariablen. Der
Transformationssatz {ibertragt sich dabei wie folgt: Ist A : R — R eine stiickweise stetige
Funktion so gilt: Der Erwartungswert der Zufallsvariablen h(X) existiert genau dann wenn
die Funktion |h(x)|f(z) uneigentlich Riemann-integrierbar ist und in diesem Fall ist

+oo

E(h(X)) = /_ h(z)f(z)dz. (2.22)

o

Zwei Zufallsvariablen X und Y heilen gemeinsam stetig verteilt mit gemeinsamer
stetiger Dichte fxy, falls gilt

a b
Pxsav<t= [ [ folpddy  vaber

fiir eine integrierbare Funktion fyy : R? — R mit
o fxy(z,y) >0firallez,y e R

i fj;o f_Jr;o fxv(z,y)dedy =1.

Die Berechnung der Kovarianz Cov(X,Y") erfolgt dann iiber die gemeinsame Dichte mit Hilfe
der Formel

Covixv) = [ ) / (e~ B(X))(y — B(Y)) v () dedy.

Die Rechenregeln fiir die Kovarianzen fiir diskret verteilte Zufallsvariablen iibertragen sich
Wort fiir Wort auf den gemeinsam stetig verteilten Fall.

Wichtige stetige Verteilungen

Gleichverteilung

Fiir a < b heillt eine Zufallsvariable mit Dichte

f) = {S__a fir x € [a, b]

sonst

(stetig) gleichverteilt auf [a, b]. Fiir alle Teilintervalle [c, d] folgt aus (2.19) und (2.20)

1 d—
dr = ¢

—a b—a’

d
P@gxg@:P@<X3@:/b
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Mit anderen Worten: X iiberdeckt Teilintervalle derselben Lange d — ¢ mit jeweils derselben
Wahrscheinlichkeit. Dies erklart die Bezeichnung Gleichverteilung.

X nimmt mit Wahrscheinlichkeit 1 nur Werte in [a, b] an, denn

b—a_

P(X €a,b]))=Pla< X <b) = =1.

b—a

Fiir Erwartungswert und Varianz einer auf [a, b] gleichverteilten Zufallsvariablen gilt

+o0 b 1 1 33'2 1
E(X):/ xf(x)dx:/ Ib—adxzﬁb—a|zz§(a+b)

Var(X) = /_m (a: S b)>2 F(x) da

b 1 | 1 )
:/a (x—é(a—l—b)) b_admzﬁ(b—a) :

Exponentialverteilung

Fir A > 0 ist

0 sonst

Ae ™ fiirxz >0
faz) = { B

eine Dichte. Die zugehdrige Verteilung heilfit Exponentialverteilung zum Parameter \. Sie
wird mit Exp(\) bezeichnet.

Exponentialverteilung

)
1.0

0.5
1

Die Exponentialverteilung ist das stetige Analogon der geometrischen Verteilung, die ja die
Verteilung von Wartezeiten auf den ersten Erfolg in einer Folge von unabhangigen Bernoulli
Experimenten beschreibt. Dementsprechend verwendet man die Exponentialverteilung zur
Modellierung von stetig verteilten Wartezeiten.

Ist X Exp(\) verteilt, so gilt
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Normalverteilung

Firm € Rund o > 0 ist
1 _1(z=m)?
fmpz((ﬂ) = e 2 o2

eine Dichte. Die zugehdrige Verteilung heilt Normalverteilung mit Mittel m und Varianz
o?. Sie wird mit N(m,o?) bezeichnet. Im Falle m = 0 und 0% = 1 spricht man von der
Standardnormalverteilung.

Normalverteilung

0.8
1

)
04

0.2
|

0.0
1

fm.o2 besitzt ein absolutes Maximum in z = m und Wendepunkte in 0. Wegen ihrer Form
wird f auch als GauBsche Glockenkurve bezeichnet. o bestimmt Breite und Hohe der
Glockenkurve.

Eine Zufallsvariable X mit Dichte f,, 2 heiRt normalverteilt mit Mittel m und Varianz o2,
denn es gilt

1 +oo z—m)?
E(X)= / re B dr = m

2710 J_oo

1 +eo y _1G=m)? )
Var(X) = (x —m)‘e 2 o2 dxr=o0".

2m0 J_o

Eigenschaften normalverteilter Zufallsvariablen

e Ist X eine N(m,o?)-verteilte Zufallsvariable, so ist

_X—m
o

Y

eine N(0, 1)-verteilte, also standardnormalverteilte, Zufallsvariable. Man kann also die
Berechnung der Wahrscheinlichkeiten P(X < b) zuriickfiihren auf die Berechnung
entsprechender Wahrscheinlichkeiten einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen

P(ng):P(X_mgb_o_m>:P(ng_m). (2.23)

o o

Die Werte der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung

1 v t2
O(z) :=P(Y <x) :E/ e 2z dt firz >0
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findet man tabelliert in Formelsammlungen und in jeder guten Programmbibliothek.
Mit Hilfe der Verteilungsfunktion ® der Standardnormalverteilung berechnet man dann

o o
:q)<b—m) _q)<a—m> '

o o
e Sind X;, i = 1....n, unabhingig normalverteilt mit Mittel m; und Varianz o2, so ist
die Summe S,, = X +...+ X,, wieder normalverteilt mit Mittel > " | m; und Varianz

Z?:l Jiz'

p(angb):P<a_m§Y<b_m) (2.24)

Anwendung: Konfidenzschiatzungen

Im Vorgriff auf das nachste Kapitel wollen wir im folgenden eine der wichtigsten Anwendungen
der Normalverteilung in der Statistik diskutieren.

Eine Messreihe X1, ..., X,, unterliegt in der Regel zufilligen Mess- oder Beobachtunsfeh-
lern. Daher kénnen X7, ..., X,, auch als Zufallsvariablen angesehen werden. Als Verteilung
empfiehlt sich in der Regel eine Normalverteilung N (m, 0?) fiir unbekannte m und o2. Als
Schitzungen fiir m und o wihlt man naheliegenderweise das

e empirische Mittel X := L %" X, fiir m und die

e Stichprobenvarianz s% := L. 3" | (X; — 7)2 fir o2.

Aussagen liber Genauigkeit und Sicherheit dieser Schitzung liefern Konfidenzschat-
zungen: Von zentraler Bedeutung ist die Wahrscheinlichkeit

P(\X—m| §t~%) (2.25)
dafiir, dass das Mittel m in einem vorgegebenen Vertrauensbereich (bzw. Konfidenzin-
tervall) der Form
— SX — Sx
X—t—, X +t—
l Vo ﬁ}
liegt. Fiir groRe Stichproben (n > 30) wird die gesuchte Wahrscheinlichkeit angendhert durch
die Standardnormalverteilung

n

P(W—m\ gts\/—x_) ~20(t) — 1.

Man spricht in diesem Zusammenhang auch von einer Normalapproximation.

In der Praxis geht man von einem Vertrauensniveau 7 aus (z. B. v = 95%) und fragt nach
dem Vertrauensbereich fiir m. Zum Beispiel fiir v = 95% ist t = 1.96. Mit einer Sicherheit
von 95% liegt also der unbekannte Erwartungswert m im Intervall

— SX — Sx
X —1.96°5 X +1.962] .
{ N ﬁ}
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Fiir n < 30 muss obige Wahrscheinlichkeit (2.25) mit Hilfe der ¢-Verteilung approximiert wer-
den (s.u.). Man erhélt z.B. fiir v = 95% und n = 10 den Wert ¢ = 2.26. Mit einer Sicherheit

: : 226, v 226
von 95% liegt der unbekannte Erwartungswert m im Intervall | X — \/—I—OSX,X + \/—I—OSX].

Zum Abschluss dieses Abschnitts noch einige weitere fiir die induktive Statistik wichtige
stetige Verteilungen in einer Ubersicht.
x2-Verteilung

Es seien X7, ..., X,, unabhangig N(0, 1)-verteilte Zufallsvariablen. Dann heilt die Verteilung
der Zufallsvariablen
Zn=X7+...+X]

x2-Verteilung (oder y?-Verteilung mit n Freiheitsgraden).

Aus den Rechenregeln fiir Erwartungswert und Varianz folgt sofort

E(Z,) =n,Var(Z,) = Var(X}) +--- + Var(X?) = 2n
=2 =2

Die Dichte g,, der x2-Verteilung hat die Form

@) mx%’le’% firx >0
gn\T) = 2
0 sonst

Fiir wachsendes n n3hern sich die Dichten g,, der GauBschen Glockenkurve an, weshalb man
ab n > 30 eine Normalverteilungsapproximation wahlt.

xzfQuadratherteiIung

)
0.00 005 040 045 020 025 030

t-Verteilung

Es seien X und Z, unabhingig, X N(0,1)-verteilt und Z, y2-verteilt. Dann heit die

Verteilung der Zufallsvariablen
X

T, :
/Zn/n

t,-Verteilung (oder t-Verteilung mit n Freiheitsgraden).
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Es gilt
E(T,) =0,Var(T,) =

n
firn > 3.
—— firn 2

Die Dichte h,, der t,-Verteilung ist gegeben durch
T (2t 1 2\ "5
= TCEL 1 ()
L (3)T(3) v n

Die Dichte h,, hat eine dhnliche Form wie die GauBsche Glockenkurve, jedoch fiir kleine n
breitere Enden als die Standardnormalverteilung. Fiir n > 30 ist jedoch eine Approximation
durch die Standardnormalverteilung bereits sehr gut.

t-Verteilung
v ]
[
o n=2
=+ 4| — n=z0
@ |
[
=
T
L)
= /
a | . //
= T T T \ T
4 2 ] 2 4

F-Verteilung (Fisher-Verteilung)
Es seien Z,, und Z, unabhingig, Z,, x2-verteilt, Z, x2-verteilt. Dann heilt die Verteilung

der Zufallsvariablen )
D 1= (Zm/m)/ (Zn/n>
F,,.n-Verteilung (oder F-Verteilung mit m und n Freiheitsgraden).

Es gilt
firn >3

E (Zm,n) =

n_
2n*(n+m — 2)

T
m(n — 1) —2)? firn >5

Var (Zmn) =

F-Verteilung, m=10 F-Verteilung, m=100

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
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5. Grenzwertsatze
(A) Gesetz der groBen Zahlen und der Hauptsatz der Statistik

Werfen wir eine faire Miinze n mal und setzen wir X}, = 1 (bzw. X}, = 0) falls beim k-ten
Miinzwurf Kopf (bzw. Zahl) oben liegt, so ndhert sich die relative Hiufigkeit fiir Kopf

%ZXk(w)

fir wachsendes n mit groRer Wahrscheinlichkeit der theoretischen Wahrscheinlichkeit = fiir
Kopf. Man bezeichnet 1 ™)' | Xj.(w) auch als empirisches Mittel und m = E(X},) = 5 als
theoretisches Mittel. Bei vielfacher Wiederholung des Miinzwurfes stellt man fest, dass sich
das empirische Mittel fiir wachsende n dem theoretischen Mittel ann3hert.

In der folgenden Grafik ist als lllustration die Folge der empirischen Mittel fiir insgesamt
1000 Miinzwiirfe aufgetragen.

DO | =0 [

relative Haeufigkeit von Kopf

Y

e T T e
\WW‘”

I I I I I I
0 200 400 500 300 1000

03 04 05 0B 0OF 08 09 10

Diese Beobachtung gilt ganz allgemein fiir die relativen Haufigkeiten eines beliebigen Ereig-
nisses in einer unabhangigen Wiederholung ein und desselben Zufallsexperimentes. Sie wird
als Gesetz der grolen Zahlen bezeichnet.

Satz (Gesetz der groRen Zahlen) Es sei X, X5, ... eine Folge unabhangiger Zufallsva-
riablen mit gemeinsamem Erwartungswert E(X}) = m und gemeinsamer Varianz Var(X},) =

o?. Dann folgt fiir alle ¢ > 0
> 5}) =0.

lim P ({w :

Die obige Aussage zur Asymptotik der relativen Haufigkeiten eines Ereignisses A leitet sich
aus dem Satz wie folgt ab: Es sei

1n

- X _
nE k(w) —m
k=1

0 sonst.

1 falls A in der k-ten Wiederholung eintritt
Xk(w) =

Dann sind die X, X5,... eine Folge unabhangig Bernoulli-verteilter Zufallsvariablen mit
Parameter p := P(A) = E(X). Fiir die relativen Haufigkeiten f, ., (A) := 237 | Xy (w)
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des Ereignisses A in n Wiederholungen gilt dann die Aussage des Gesetzes der groRen Zahlen:

lim P({w : |frw(A) —P(A)|>e})=0 Ve>0.
Exkurs: Beweis des Gesetzes der groBen Zahlen
Der Beweis des Gesetzes beruht im wesentlichen auf folgender Ungleichung:
Satz (Tschebychevsche Ungleichung)

Es sei X eine Zufallsvariable fiir die der Erwartungswert von X? existiert. Dann gilt fiir alle
c>0

P{w: [X(w) - B(X)| > ¢}) < <Var(X).

= C2

Beweis Wir geben den Beweis nur im Falle eines diskreten Wahrscheinlichkeitsraumes. Of-
fenbar gilt

P{w: [X(w) - E(X)| zc}) = > p(w)

we: | X(w)—E(X)|>c

R Lt

we: | X (w)—E(X)|>c

(S (22

we

1
= gVar(X) :

2
Dabei haben wir in der zweiten Ungleichung verwandt, dass (M) > 0 fur alle

X()—B(X) >

w € £, und damit die Summe von ( - ) p(w) Uber alle w € Q nicht kleiner sein

kann als die Teilsumme. O]

Beweis des Gesetzes der grollen Zahlen

Es sei n fest gewahlt. Wir definieren die Zufallsvariable

1 n
Y::E;Xk.

Da E(Xy) = m fir alle k, folgt aus der Linearitat des Erwartungswertes

E(Y):E(%ixk> :%iE(Xk) .

Die Zufallsvariablen X1, ..., X, sind nach Annahme unabhingig, also besagt die Identitat
von Bienaymé, dass

2

1< 1 & 1 5, o
Var(Y) = Var (E ;Xk> = ;Var(Xk) = Sno =
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Die Tschebychevsche Ungleichung, angewandt auf Y, ergibt die Abschatzung

p ({w : %iXk(w) —m

Da ;;—2” — 0 fiir n — oo, folgt schlieRlich auch

z}) <P({w: [Y(w) - B(Y)| 2 )

Var(Y) o
< - -
- g2 e’n

1 n
lim P ({w : —ZXk(w) —m| > 5}) =0. O
Der Hauptsatz der Statistik
Satz Es sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F' und es seien X, X5, ... eine

Folge von unabhingig und identisch verteilten Zufallsvariablen mit derselben Verteilungs-
funktion F'. Dann gilt fiir die Folge der zugehdrigen empirischen Verteilungsfunktionen

1
Fn,w(x) = E#{Z S {Lan} : Xz(w) Sl’}
= relative Haufigkeit f, . (A) des Ereignisses A = {X <z},

der ersten n Realisierungen X;(w), ..., X, (w), dass

lim P({w :sup |Fw(z) — F(x)| Ze}) =0 Ve>0,
n—00 w€R

d.h. die maximale Abweichung zwischen empirischer Verteilungsfunktion £}, ,, und theoreti-
scher Verteilungsfunktion F' konvergiert mit wachsendem n mit groBer Wahrscheinlichkeit
gegen 0.

(B) Der zentrale Grenzwertsatz

Betrachtet man in der Situation des Gesetzes der groRen Zahlen mit m := E(Xj) und
0? = Var(X}) die standardisierten Summen

Sy —E(Sy) > Xg—nm X,—m
S* = = — g n
" Var(S,) vVno? v o

so stellt man fest, dass die zugehorigen Verteilungsfunktionen

Fyp(s) = P(S; <) = P (ﬁy"; " <o)

punktweise fiir alle = gegen die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung konvergie-
ren, d.h. es gilt

lim Fg.(z) = lim P <\/ﬁX" "< :v) lim P (Sn_—E(S”) < :C)
o

n—00 n—00 Var(S,

1 x 2
= — e 2 dt = d(x Ve eR.
\/277/—00 ()
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Man sagt auch, dass die standardisierten Summen asymptotisch normalverteilt sind und
bezeichnet die Aussage als zentralen Grenzwertsatz .

Man kann diese Resultat wiederum insbesondere auf die n-fache unabhangige Wiederholung
ein und desselben Zufallsexperimentes anwenden:

Ist A ein Ereignis mit Wahrscheinlichkeit p := P(A) und

Xk(w) =

1 falls A in der k-ten Wiederholung eintritt
0 sonst,

so sind X1, X5, ... unabhingig Bernoulli verteilt mit m = F(X};) = p und 02 = Var(X},) =
p(1 — p) und die standardisierten Haufigkeiten

St = _Sammp \/ﬁﬂ
np(1 —p) p(1—p)

sind asymptotisch normalverteilt, d.h.

lim P(S; <z)=®(z) firallexecR.

n—oo

Die Bedeutung des zentralen Grenzwertsatzes fiir die induktive Statistik besteht vor allem dar-
in, dass man aufgrund der Aussage dieses Satzes die Verteilung einer standardisierten Summe
S’ von unabhiangig und identisch verteilten Zufallsvariablen (in der induktiven Statistik: die
Stichprobenvariablen) mit wachsendem n (in der induktiven Statistik: mit wachsender Stich-
probenlange) zunehmend besser durch eine Standardnormalverteilung approximieren kann.
Diese Approximation heilt Normalapproximation.
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