Statistik 1 fiir WInf, WI(MB), WI(ET), WI(BI)
Ubung 5, Losungsvorschlag
Gruppeniibung

G 15 Normalverteilung und verwandte Verteilungen

a) Sei X eine N(2,4)-verteilte Zufallsvariable. Bestimmen Sie die Wahrschein-
lichkeiten

P(X>3), P(1/2<X<5/2) und P(X -2/ <1).

Ermitteln Sie aufserdem das 0.9-Quantil von X.

b) Die Zufallsvariablen X1, ..., Xjg seien unabhédngig und identisch N (0, 1)-verteilt.
Bestimmen Sie Zahlen s; und s, so, dass

P(XP+ - +X3>5) =005 und  P(X5/(Xi+ - +X%) < sy) =0.95

gelten.

a) Es gelten

P(X>3) = 1-P(X<3)=1-Fx(3)
3-2
= 1-® (—4) =1-®(0.5) = 0.3085,
P(1/2< X <5/2) = @(0/3/22) 7<1>(1/2\/£2)
= ®(0.25) — ®(—0.75) = 0.5987 — (1 — 0.7734) = 0.3721,
P(IX-2/<1) = P(-1<X-2<1)

= ®(0.5) — ®(—0.5) = 2®(0.5) — 1 = 0.383.
Fiir das 0.9-Quantil xq9 gilt:

o2 o9 — 2
Fy(z09) = 0.9 < ® (9”‘“ ) =09 & 092 0 =1.282 & 299 = 4.564.

Vi Vi
b) Die Summe X? + - - + X2, ist x?-verteilt mit 20 Freiheitsgraden. Es gilt
P(X?+ -+ X3 > s1) = 0.05

genau dann wenn
P(X7 4+ X3y < s1) = 0.95,

weshalb s1 = x3)..95 = 31.410 ist.

2
Weiterhin ist Y = W

F o5-verteilt, weshalb
0.95 = P(X30/ (X7 + -+ + X35) < 1)
= P(X3)/(X? + -+ X2)/28 < 28s,)
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auf
2859 = Fi 28,005 = (t28;1,95/2)2 = (t28;0.975)2 = 2.0484? = 4.1959

und
9 =0.1499

fiihrt.

Hinweis: Die Quantile F ,,,, der F},,-Verteilung hingen mit den Quantilen
tmq der t,,-Verteilung wie folgt zusammen: F\ . = (%;%)2 mit m € N\{0}
und q € [0, 1]

Beweis: Sei T eine t,,-verteilte Zufallsvariable. Dann erhilt man durch F = T?
eine Fy,,-verteilte Zufallsvariable (vgl. Konstruktion von F- und t-verteilten
Zufallsvariablen) und es gilt fiir & > 0, dass

P(F<z) = P(TQSJ:)
= P(—V2<T<Vz) =2P(T<Vx)-1

Ist © = I 4,4, wobei q € [0,1], so gilt insbesondere
q = P(F<Fiun,) = P(T°<Fiuy,)
= P (v Fima <7 < V/Fimg)

2P (T < \/Fimg) 1

und somit +1
qT = P<T§ \/Fl,m;q>~,

woraus wegen

= (Tt

die Beziehung Fy iy = (tmy)” folgt.

G 16 Binomialverteilung und ZGWS

Zur Untersuchung von Wéhlerwanderungen befragte ein Meinungsforschungsinsti-
tut 900 zuféllig ausgewahlte wahlberechtigte Biirger Hessens nach ihrer letzten
Landtagswahlentscheidung. Fiir die Partei A haben bei der Wahl nur 0.5% der
hessischen Wihler gestimmt.

Sei X die Zufallsvariable, die die Anzahl der Wéhler der Partei A unter den 900
Befragten angibt. Unter der Annahme der Unabhéngigkeit gilt:

X ~ B(900; 0.005) .
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Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unter den 900 befragten Biirgern
hochstens einer die Partei A gewéhlt hat

a) mit Hilfe der Binomialverteilung,

P(X<1) = P(X=0)+P(X=1)

= (980> -0.005° - 0.995%° + (9(1)()) -0.005" - 0.995%%

0.0110 +0.0497 = 0.0607

b) durch Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes.

(—1.65) = 1—d(1.65) = 1—0.951 = 0.049

P(X <1)

Q

G 17 Arithmetisches Mittel als Schétzer, Gleichverteilung
Die Zufallsvariablen X7, ..., X,, seien unabhingig und identisch U(§ — 1,6 + 1)-
verteilt, mit & € R unbekannt.
a) Zeigen Sie, dass das arithmetische Mittel T,,(Xy, ..., X,,) = X ein erwartungs-
treuer Schétzer fiir 7(0) = 6 ist.

b) Berechnen Sie die Varianz und den mittleren quadratischen Fehler des Schét-
zers T,.

c) Ist die Folge der Schétzer T, T, . .. konsistent fiir 7(0) = 67

a) Ein Schéitzer T,, ist erwartungstreu fiir 7(0), falls Eo(T,,(Xa,...,X,)) = 7(0)
fiir alle 6 erfiillt ist:

— 1 1
Eg(X) = E@ (;(X1++Xn)> = E‘TL'Eg(Xl)
0—-1+60+1
= —a = 0,

also ist T,, erwartungstreu.
b) Es gilt

_ 1 1
Vare(X) Vary <7(X1 +~-+Xn)> = —-n-Varg(Xy)
n n

1 (0+1-(0-1)2 1

n 12 3n’
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Fiir den mittleren quadratischen Fehler erhalten wir

Ey (T, —7(0))*) = Eo (T — Eo(Ty))?) = Vare(T,) = %

¢) Da der mittlere quadratische Fehler gegen 0 konvergiert, d.h.

lim By (T, — 7(0))?) = lim - 0,

n—00 n—oo N,

ist die Schétzerfolge Ty, Ty, . . . konsistent im quadratichen Mittel, woraus eben-
falls die schwache Konsistenz folgt.
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Hausiibung H 24 Radioaktives Material

Eine punktformige Masse radioaktiven Materials strahlt Teilchen aus. Zum Schutz
vor diesen Teilchen wird das strahlende Material in den Mittelpunkt einer Kugel
aus Beton eingegossen. Der Radius der Kugel sei 7.5316 m.

Die Eindringtiefe eines abgestrahlten Teilchens bzgl. eines kartesischen Koordina-
tensystems mit dem Nullpunkt im Kugelmittelpunkt lasse sich wie folgt beschrei-
ben: Fiir jede der drei Koordinatenrichtungen wird eine N(0, 5)-verteilte Zufallsva-
riable angenommen. Diese seien als unabhéngig vorausgesetzt.

H 23 Normalverteilung
Eine Flaschenabfiillmaschine fiillt 1-Liter-Orangensaftflaschen ab, wobei die einge-
fiillte Menge pro Flasche durch eine Normalverteilung mit dem unbekannten Mit-
telwert 1 und der Varianz o? beschrieben werden kann. Es ist bekannt, dass in
10% der Fille weniger als 0.951 pro Flasche und in 5% der Fille mehr als 1.051 pro
Flasche abgefiillt werden.
; : 2
a) Wie grof sind y und o°? a) Berechnen Sie unter diesen Annahmen die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein
b) Man gebe Intervalle an, in denen die eingefiillten Mengen mit einer Wahr- Teilchen aus dem Betonmantel austritt.

.S o o i
scheinlichkeit von 95.4% liegen. Man bezeichnet mit X, X5, X5 diejenigen Zufallsvariablen, welche die Bewe-

] o ) gung in je eine Koordinatenrichtung beschreiben. Der euklidische Abstand des
Sei X' die in eine Flasche abgefiillte Menge Orangensaft. Teilchens vom Kugelmittelpunkt berechnet sich durch \/X? + X3 + X2, wo-
bei X1, X5, X3 identisch und unabhéngig N (0, 5)-verteilt sind.

005 M) Gesucht ist P (\/X;Z FXZTX2> 745316).

a) Aus den Angaben erhalten wir folgendes

01 = P(X<095) = <1><

g Dazu betrachtet man die Zufallsgréfien Xl/\/g7 Xg/\/g, X‘;/\/B Diese sind un-
005 = P(X>105) = 1-o <1‘05 - “) abhéngig und identisch N (0, 1)-verteilt. Also gilt fiir die Summe ihrer Quadrate
o
X\ X\ X5\
0.95 — i 22 23} g2
& ot = w = —ugy = —1282 (ﬁ) +(\/5> *(«5) 1
1.05 —
TOTH _ es = 1.645

7 P(\/X2+ X2+ X2>75316) = P(X?+ X2+ X2 > 56.7425)

Hieraus folgen p ~ 0.994, o ~ 0.034 also o ~ 0.001.
. o . " X+ X;+ X3
b) Wir wollen hier ein Intervall symmetrisch um den Erwartungswert, das heifit = P|——=>11.3450

mit der Form [ — a, j + a], bestimmen: 5
XP+ X3+ X2
_ —a— = 1-P(—"2-73 <11.3450
0954 = P(X € [u—a,p+a]) :<I><“+“ “)—@(“ ¢ “) ( 5 =
o o
_ 3 (g) _ & <;a> _ o (g) 4 Da 11.345 = X3, g0 &ilt, folgt
. 7 7 X2+ X2+ X2

1+0.954 1 2 3 _ _

- > (g) _ +2 — 0977 1-P <f < 11.3450) = 1-0.990 = 0.01
o
a ..

< P uggrro = 2.00  (aus Tabelle fiir Vtlg.stkt. & ablesen) Die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen aus dem Betonmantel austritt be-

tréagt zirka ein Prozent.
Mit o ~ 0.034 erhalten wir schlieflich a = 2.00 - 0.034 = 0.068. In dem
Intervall [pn— a, 1+ a] = [0.926; 1.062] liegen die eingefiillten Mengen mit einer Nun wird eine weiteres radioaktives Material betrachtet, was in einer anderen Ku-

Wahrscheinlichkeit von 0.954. gel mit dem Radius 7.5316 m eingeschlossen sei. Die Bewegung eines abgestrahltes
Teilchen wird jetzt mit drei unabhéngigen N(0,8)-verteilten Zufallsvariablen mo-
delliert.
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b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein vom zweiten Material
ausgestrahltes Teilchen mindestens 2.9368-mal so weit in den Betonmantel
eintritt, wie ein vom ersten Material ausgestrahltes Teilchen.

Man bezeichnet mit Y}, Y3, Y3 diejenigen Zufallsvariablen, welche die Bewegung
des zweiten radioaktiven Teilchens beschreiben. Diese sind von X, Xo, X3 un-
abhéngig, da sich das zweite radioaktive Material in einer anderen Betonku-
gel befindet. Aufierdem sind die Y; untereinander unabhdngig und identisch
N(0, 8)-verteilt.

Also gentigt die Zufallsvariable

1(y2 2 2
s+ Y2+ Y.
18( L 2 ) einer F 3-Verteilung.

5(XF + X3+ X3)

Es gilt weiterhin

[ Y2+ Y3+ Y 5 YP4+YP+YY
Pl 553 >29368) = P(- 422 >53905
( X?+X3+X3 8 XP+X3+X3~

Da 5.3905 ~ F3 3, 0.9 ist, erhélt man

Y2+Y2+Y2
Pl L1273 >99368) = 1-0.9 = 0.1

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 10 Prozent tritt das vom zweiten Material
ausgestrahlte Teilchen mehr als 2.9368-mal so weit wie das vom ersten Material
ausgestrahlte Teilchen in den Betonmantel ein.

H 25 Ungleichung von Tschebyscheff, ZGWS

Die Anzahl der Anrufe, die wiahrend einer Minute in der Telefonzentrale eines grofen
Betriebs eingehen, moge sich durch eine mit dem Parameter A\ = 4 poissonverteilte
Zufallsvariable beschreiben lassen. Anzahlen von Anrufen aus verschiedenen Zeit-
intervallen seien aukerdem (stochastisch) unabhingig.

a) Berechnen Sie mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes ndherungsweise die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in einer Stunde mindestens 250 Anrufe ankom-
men.

b) Bestimmen Sie mittels der Ungleichung von Tschebyscheff eine Schranke fiir
die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Stunde mehr als 220 aber weniger als 260
Anrufe eingehen.

c) Die Telefonanlage ist ausgefallen. Wie viele Minuten darf die Reparatur dau-
ern, wenn die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in der Ausfallzeit mehr als 200
Anrufe ankommen werden, hochstens 5 % betragen darf?
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Sei X; die Anzahl der Anrufe in der i-ten Minute, ¢ € N. Die Folge X, X,, ... ist
unabhéingig und identisch Poissonverteilt mit dem Parameter A = 4. Insbesondere
gelten dann E(X,) = Var(X;) = 4.

a)

b)

¢)

Gesucht ist P(X; + - - - + Xgo > 250). Zundchst gilt
P(Xi+4-+Xe>250) = 1—P(Xq1+--+ Xgo < 249).

Mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes erhilt man

X1+ -+ Xg—60-4 - 249760-4)
V60 - 4 T 4/60-4

(249 —60-4

P(Xi 4+ Xgo < 249) = P(

Q

~ O(0.58) = 0.7190,
. ) (0.58) ,

weshalb
P(X;+ -4+ Xe >250) ~ 1-10.7190 = 0.2810.

Sei Sgp := X1 + - -+ + Xgo die zufillige Anzahl der Anrufe, die wihrend einer
Stunde eintreffen. Dann gelten E(Sgy) = 60 -4 = 240 und Var(Sg) = 60-4 =
240. Mit der Ungleichung von Tschebyscheff erhalten wir

P(220 < Sgo < 260) = P(|Seo — 240| < 20)

= 1— P(|Ses0 — E(Se0)| > 20)

_ Var(Se) _ 1 240
202 400

1 = 04

%

Sei nun S, := X, + -+ + X,,, die Anzahl der Anrufe, die in n € N Minuten
eingehen. Wir suchen n so, dass gilt

P(S, > 200) < 0.05

Dies ist dquivalent zu P (S, < 200) > 0.95, woraus wir erhalten:
Sp—n-4 200—n-4 200 —n -4
095 < P(S,<200) = P < ~ O —).
< M ) < Vn -4 Vn -4 ) ( 2v/n )
Dies ist genau dann erfiillt, wenn
200 —n -4
2v/n

wobei ug g5 das 0.95-Quantil der Standardnormalverteilung N (0, 1) bezeichnet.
Quadrieren fiihrt auf die Ungleichung

> uggs = 1.645, (1)

10* — 400n + 4n? > 2.7060n
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bzw.
n? — 100.6765n + 2500 > 0

Wir erhalten die zwei Lésungen ny = 44.5125 und ny = 56.164, wobei ny nicht
mehr die urspriingliche Ungleichung (1) erfiillt und somit als Losung nicht in
Frage kommt.

Die Austallzeit sollte also (zirka) nicht mehr als 44 Minuten lang sein, damit
die Wahrscheinlichkeit, dass in dieser Zeit mehr als 200 Anrufe eintreffen,
héchstens 5% betragt.

H 26 Schitzer
Fiir ein 6 > 0 sei X;, X»,. .. eine unabhingige Folge U(0, f)-verteilter Zufallsvaria-

blen.

a)

<)

Zeigen Sie, dass fiir jedes n € N

,Tn(leX%“an) =

S

~(X1+X2+---+Xn)

=0 ist.

=

ein erwartungstreuer Schitzer fiir (0

Fiir alle 0 > 0 gilt: Ey(X;) = g .

2
BT Yoo X)) = o (20604 Xt 4 X))

2

=5 (Eop(X1) + Ep(Xa) + -+ + Ep(Xy))
2 [4

= ~ng = i

Also ist T,,, n € N, ein erwartungstreuer Schétzer fiir 6.

Bestimmen Sie die Varianz von T,.

(0-0)? ¢ IR
Man hat Varg(X;) = 2~ 1o Damit gilt fiir jedes 6 > 0

2
VGT’Q(T,L(Xl,XQ,.H,X")) = VCL'{'Q (;(X1+X2++X,L)>

4
= ﬁ (VaT‘o(Xl) + VaTg(Xz) R VaTg(Xn))
_Ls,E2_2
T 212 T B

Zeigen Sie, dass Ty, Ty, . .. eine konsistente Schitzerfolge fiir 7(6) = 6 ist.
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Ty, Ty, ... ist eine Folge von erwartungstreuen Schétzern fiir 7(6) = 6. Aufer-
dem gilt nach b) fiir alle 6 > 0:

02
lim Vare(T,(X1,...,X,)) = lim — = 0.
n—00 n—oo JN
Dabher ist die Schitzerfolge konsistent (schwach und im quadratischen Mittel).
Sei

~ 4
To( X1, Xo,..., X)) = w2 (X1 + X+ ..+ X,)?

Zeigen Sie, dass Tn nicht erwartungstreu fiir 7(0) = 6? ist.

Es gilt

Eo (Tu(X1o X)) = B ((T(X1,.0 X))

3n 3n 3n
Also ist T,, nicht erwartungstreu fiir 7(0) = 62.
Modifizieren Sie f[:n(X 1, X9, ..., X,) geeignet, so dass sich ein erwartungstreuer
Schitzer fiir 7(0) = 62 ergibt.
Nach d) gilt
~ 3n+1
By (Tn(Xl, o Xn)) =t e
n

Dann gilt fiir

Tu(X1, o Xo) = = (X, Xo)

n 1y-+-344n 737’L+1 n 1y---54n

das Folgende:

~ 3n ~
B (X1, ... X)) = Eo(—— . T(Xy,.... X,
S(n( 15 ) )) 9<3n+1 ( 1 ) ))

3n ~
- E(TTLX,....X">
g1l (Tn(Xn o )
= 3n .Mﬂ?:g?'
3n+1 3n



