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Gruppeniibung
G 3 Kontingenztabelle

In einem Experiment zur Wirkung von Alkohol auf die Reaktionszeit wurden ins-
gesamt 400 Versuchspersonen zufillig in zwei Gruppen aufgeteilt. Eine der beiden
Gruppen erhielt dabei eine standardisierte Menge Alkohol. Abschliefend ergab sich
die folgende Kontingenztabelle:

Reaktion
gut  mittel  stark verzogert
ohne Alkohol | 120 60 20
mit Alkohol 60 100 40

a) Bestimmen Sie die Randhéufigkeiten dieser Kontingenztabelle, und interpre-
tieren Sie diese, soweit dies sinnvoll ist.

b) Bestimmen Sie diejenige bedingte relative Haufigkeitsverteilung, die sinnvoll
interpretierbar ist.

¢) Bestimmen Sie den x?- und den Kontingenzkoeffizienten.

a) Man erhilt die folgende Kontingenztafel inklusive Randhéufigkeiten; bei den
Werten in Klammern handelt es sich um die absoluten Haufigkeiten, wenn Un-
abhingigkeit vorliegt. Diese werden in der Losung von Teilaufgabe c¢) bendétigt.

Reaktion
gut  mittel  stark verzogert
ohne Alkohol | 120 60 20 200
(90)  (80) (30)
mit Alkohol 60 100 40 200
(90) _ (80) (30)
180 160 60 400

Die 400 Personen wurden jeweils zu gleichen Anteilen in die beiden Grup-
pen mit und ohne Alkohol eingeteilt. Insgesamt zeigten die allermeisten Ver-
suchspersonen eine gute oder mittlere Reaktionszeit. Lediglich 60 (15 Prozent)
zeigten eine stark verzogerte Reaktionszeit.

b) Als bedingte relative Haufigkeitsverteilung, gegeben die Person war alkoholi-
siert, ergibt sich:

Reaktion
gut  mittel  stark verzogert
mit Alkohol | 0.3 0.5 0.2 1

Entsprechend ermittelt man als bedingte relative Haufigkeitsverteilung, gege-
ben die Person war nicht alkoholisiert:
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Reaktion
gut  mittel  stark verzdgert
ohne Alkohol | 0.6 0.3 0.1 1

Ein Vergleich der beiden relativen Haufigkeitsverteilungen zeigt, dass die Re-
aktionszeiten bei alkoholisierten Personen insgesamt schlechter sind als in der
Gruppe ohne Alkohol. Wéahrend in der Gruppe der nicht alkoholisierten Per-
sonen insgesamt 60 Prozent eine gute Reaktionszeit aufweisen, sind dies in der
Gruppe der alkoholisierten Gruppe lediglich 30 Prozent.

¢) Die Assoziationsmafe berechnen sich als

120 — 90)> (60 —80)% (20 — 30)?
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(60 —90)2 (100 —80)2 (40 — 30)?
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(Beachte dabei: Aus M = min{k,(} = min{2,2} = 2 folgt K. = \/g)

G4 Lineare Regression

Gegeben sei die zweidimensionale Messreihe (0, ¢), (1,1),(2,0) mit ¢ € R. Bestim-
men Sie in Abhéingigkeit von ¢ die Regressionsgerade.

Fiir welches ¢ € R liegt der erste Punkt auf der Regressionsgeraden? Fertigen Sie
fiir diesen Fall und fiir den Fall ¢ = —1 jeweils eine Skizze an.

Es gelten
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Daraus erhalt man Hausiibung
o = Xy ¢ H5 Kontingenztabelle
s 2

100 weibliche Patienten sind mit einer konventionellen Therapie behandelt worden.

b = j—al = ctl + 1= 2c+2+3c = Sc+2 85 Patientinnen wurden geheilt, 15 sind gestorben. Von 81 Patientinnen, die mit
3 2 6 6 einer neuen Therapie behandelt wurden, konnten 77 geheilt entlassen werden, 4
Also ist wird die Regressionsgerade durch die Gleichung sind gestorben.
Y= —51 5c+2 a) Stellen Sie aus den genannten Haufigkeiten eine 2x2-Kontingenztabelle auf.
2 6 b) Ist die Heilungschance der Patientin unabhéngig von der angewandten Thera-
beschrieben. pie?
Fiir welches ¢ € R liegt (0, ¢) auf der Regressionsgeraden? ¢) Berechnen Sie den Chi-Quadrat- und den (normierten) Kontingenzkoeffizien-
Punkt in Gerade einsetzen liefert ten. Unter welcher Bedingung erreicht der Kontingenzkoeffizient seinen groften
/ Wert?
5¢+2
c:—£~0+ et & bc=5c+2 & c=2.
2 6 a) 2x2-Kontingenztafel (hier mit Randhéufigkeiten):
Im Fall c= 2 11"egen alle drei Punkte auf der Re;gressionsgeradenly = ;x + 2. Falls geheilt  gestorben | Randhaufigkeiten
¢ = —1 liegt keiner der Punkte auf der Regressionsgeraden y = 5z — 3. konventionelle Therapie | 85 15 100
L. . . . neue Therapie 7 4 81
G5 Laplace-Wahrscheinlichkeit, Kombinatorik Randhaufigkeiten 162 19 131
a) In einer Urne befinden sich 15 Kugeln — 4 weife, 5 schwarze und 6 rote. Nach - ] o ) ) ) ]
griindlichem Mischen werden 5 Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. Berechnen b) Wir beantworten diese Frage mit Hilfe der bedingten relativen Hiufigkeiten
Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich unter den gezogenen Kugeln fiir das Eintreten einer Heilung:
— kei ife Kugel befindet 85
eime werbe Rugel berndet, 1 f(geheilt|konventionelleT herapie) = 20— 085
. L (3) 11-10-9-8-7 100
P( “keine weike Kugel” ) = m RTINS 0.1538 .
5 heiltlneueT herapie) = — ~ 0.95
— genau zwei schwarze Kugeln befinden, FlgeheiltineueT herapic) 81
5\ (10
10120
P( “genau zwei schwarze Kugeln” ) = (2()1(5;’) = Sos 0.3996 bzw.
5 . . 15
— ebensoviele schwarze wie rote Kugeln befinden. [ (gestorben|konventionelleT herapie) = -— = 0.15
HOO OO0 _ L
D/ ,- - cr) — A3 2/\2/\1) _ _ 4
P( “ebensoviele schwarze wie rote K.” ) ® 3003 Flgestorben|neucTherapic) — = 0.05

0.2398

b) Eine Gruppe von 5 Studenten trifft in der Mensa auf einen Offentlichkeits-
arbeiter. Dieser verteilt unter ihnen 5 (ununterscheidbare) Werbegeschenke.

Die Merkmale sind offensichtlich abhéingig, da die relativen Haufigkeiten je-
weils nicht iiberein stimmen.

Da einige der Studenten schubsen und dréngeln, kann es passieren, dass man- c) x*~4.82
che von ihnen mehrere bzw. andere kein Werbegeschenk erhalten. Wieviele Kontingenzkoeffizient K = 0,1611
Moglichkeiten gibt es, die Werbegeschenke auf die 5 Studenten zu verteilen. korrigierter Kontingenzkoeffizient K, ~ 0,2278
. « . T k1 Der maximale (unkorrigierte) Kontigenzkoeffizient K., fiir die Vierfelderta-
»Ziehen von k =5 aus einer Gruppe von n = 5, mit Wiederholung: ( k ) = fel betrigt 0,7071; er tritt stets bei vollkommener Kontingenz auf, also wenn

9\ _
(5) =126 die entgegengesetzten Komplementérereignisse unbesetzt bleiben. In unserem
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H6

H7

Beispiel miifiten dabei bei der konventionellen Therapie alle Patienten sterben
und bei der neuen Therapie alle Patienten geheilt werden (oder umgekehrt).
Der maximale korrigierte Kontingenzkoeffizient ist gleich 1.

Korrelationskoeffizient

Zeigen Sie, dass der empirische Korrelationskoeffizient bis auf Vorzeichenwechsel
invariant gegeniiber linearen Transformationen der Daten ist, d.h.:
Sind (@1,y1), - - -, (@, yn) und (ug, v1), . .., (Un, v,) zweidimensionale Messreihen mit

wi=a-x;+b, vi=c-y+d, i=1,...,n,

fiir Zahlen a,b,c,d € R mit a-c # 0, so gilt fiir die jeweiligen empirischen Korrela-

tionskoeffizienten
Tay falls a - ¢ > 0,
-
“ —ryy fallsa-c<0.
Es gelten
@ = az+b, s2 = a’sd,
v = cy+d, 512, = 0252,
so dass

1 _ _
Sup = ;zi:(a,x,-+bfaa:fb)(cyi+dfcy7d)

= L3 @i+ )i+ dp)

= ac- sy
und
— Suw . ac  Sgy | Tay fiir ac > 0,
w Sy — : - .
Su lac|  sg8y —ryy  fiir ac < 0.

Nichtlineare Regression
Eine Messung der Periodendauer T der Schwingung eines Fadenpendels in Abhén-
gigkeit von dessen Linge L ergab folgende Messwerte:

L in Metern 02(03/04]05(06(07/08[09]1
T in Sekunden | 0.9 | 1 1314151718192

Stellen Sie die Daten als Punktwolke dar! Nehmen Sie einen Zusammenhang der
Form T = a - L’ an und bestimmen Sie diejenigen Parameter a und b, fiir welche
sich der zugehorige Funktionsgraph am besten der gegebenen Punktwolke anpasst,
indem Sie die Daten geeignet transformieren und das Problem auf eine lineare Re-
gression zuriickfiithren.
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Physik: T'= 27 - \/% ~ 2.0061 - v/L mit Erdbeschleunigung g ~ 9.81%

Aus T = a- L* folgt logT = loga + blog L, zwischen y = logT und x := log L
bestiinde also der lineare Zusammenhang y = a + bz, wobei a = loga und b = b.
Umrechnen der Werte mit dem Logarithmus z.B. zur Basis 2 liefert:

log, L || -2.322 | -1.737 | -1.322 | -1.000 | -0.737 | -0.515 | -0.322 | -0.152 | 0.000

log, T || -0.152 | 0.000 | 0.379 | 0.485 | 0.585 | 0.766 | 0.848 | 0.926 | 1.000

Wir erhalten schlieflich £ = —0.9007 und § = 0.5374, weiterhin > 22 = 12.0905,
S y? =3.9068 und > x;y; = —1.3943. Daraus ermitteln wir

1 __
Spy = 3 ( E Ty —9- xy) = 0.3291
1
2 1 2 _g72) —
2= (§ o2 91’) 0.5321
und
S sy 03291
= = = ——— = 0.61
b b 52 0.5321 06185

logyba = a = y—>b-% = 0.5374 — 0.6185 - (—0.9007) = 1.0944
Die Regressionsgerade fiir die transformierten Daten lautet also:
y = 1.0944 + 0.6185z
Riicktransformation liefert: a = 2% = 2109 = 21353 und

T = 2.1353 - L0018

H8 Laplace-Wahrscheinlichkeit
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Ein Skatspiel besteht aus 32 Karten, vier davon heifen Buben. Nach dem Mischen
der Karten erhalten die drei Spieler jeweils 10 Karten, die iibrigen zwei Karten
bilden den Skat. Andreas, Bettina und Claudia spielen Skat.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:

a)

Es liegen genau zwei Buben im Skat.

4
Unter der Laplace-Annahme gilt: P(Dy) = % = 0.012.

(%)

Claudia hat genau einen Buben.
Jeder Spieler hat 10 Karten, also gibt es (‘11) (298) Moglichkeiten, genau einen

Buben auf der Hand zu haben, d. h., unter der Laplace-Annahme gilt:

P(C)) = () (5) = 0.42825.

Claudia hat mindestens zwei Buben

Es gilt fiir das Ereignis C' “Claudia hat mindestens 2 Buben”:

P(C)

1= (P(Cy) + P(Cy))

1- (Qég@ + P(Cl)>

= 1—(0.20342 + 0.42825) = 0.36833

Man nehme nun an, dass Claudias Karten schon ausgeteilt wurden und dass
darunter genau ein Bube war. Wie grof ist jetzt die Wahrscheinlichkeit, dass
Andreas genau einen Buben erhilt?

Wenn Claudia genau einen Buben hat, sind noch 22 Karten (3 Buben und
19 iibrige Karten) fiir Andreas mdglich. Dabei gibt es (?) (199) Moglichkeiten
dafiir, dass Andreas genau einen Buben erhilt. Da es insgesamt noch (fg)
Moéglichkeiten gibt, aus 22 Karten 10 auszuwéhlen, ist die Wahrscheinlichkeit,

dass Andreas genau einen Buben erhilt gleich
3\ (19
() ()
2
(o)
Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass jeder Spieler genau einen Bu-
ben hat?

= 0.42857.

Sei D das Ereignis “jeder Spieler hat genau einen Buben”, dann gilt:

P(D) = P(A, N B;NCY).
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Es gibt

7= (E) Q) ) G () =

Moglichkeiten dafiir, dass jeder Spieler genau einen Buben hat.

Da es insgesamt I := (32) (32) (12) (2) = 2.7533-10' verschiedene Méglichkeiten

10. 10

gibt, die 32 Karten auf Andreas, Bettina, Claudia und den Skat aufzuteilen,

gilt
J
P(D) = 7 0.05562 .



