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Gruppeniibung

G 10

G12

Entscheiden und begriinden Sie, welche der folgenden Aussagen wahr und welche
falsch sind.

1) @x (@xd) =0« a=0 fir alle @ € R?

2) (@-d)-d=0<«d=0 fir alle @ € R?
3)a-(a-a)=0<a=0firalle a € C

4) G- (@xb) =0« dxb=0oder @=0 fiir alle @,b € R3

5) (@xb)-(Exd) =0 adxb=0oder &x d=0 fir alle @,b,¢,d € R?
6) @xb=>bxafir alle @b € R®

1 . 0 0
oﬁ: 0 ,b1: 1 ,_i: «
0 0 o
und
1 0 1
aa=\ 1 |,0= a |,c5=1 0
1 1 a

Fiir welche o € R bilden die beiden Tripel a7, b:, c1 und as, bg, ¢ Rechtssysteme?
Beachten Sie dabei die angegebene Reihenfolge der Vektoren.

Geben Sie nun fiir das jeweils gewonnene « fiir jedes Tripel eine Reihenfolge der
Vektoren an, so dass die Vektoren ein Linkssystem bilden.

Fiir welche a@ € R sind die Volumeninhalte des von den Vektoren aufgespannten
Spats minimal?

Gegeben sei eine Ebene F durch die Punkte

—1 2 0
p=| 1 |.0=(3]|,rR=1| 1
1 0 —2

1
und eine punktférmige Lichtquelle in | 0 | sende Lichtstrahlen in Richtung der
1

-1
Vektoren «Q aus. Fiir welche a € R treffen die Strahlen die Ebene E und wo
0



ist der Auftreffpunkt?

Bestimmen Sie zur Beantwortung dieser Fragen die Hessische Normalform von F,
indem Sie den Normalenvektor von E der Linge 1 berechnen. Benutzen Sie dazu
das Kreuzprodukt.

Hausiibung

H 10 Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen wahr und welche falsch sind.

1) aeC=a-aeR

2) acCunda#0=2cR

3) (@+b)x (@—b)=0=axb=0 fiir alle @, b € R3
4) (a+b)-(a—b)=0=a-b=0 fir alle a,b € R
5) (@+0b)-(@—b)=0=a-b=0 fiir alle @, b € R3
6) (a+bi) - (a—bi)=0=a-b=0 fir alle a,b € R

« . 15} 1
a=\|1|,b=11 |,c=1]1
1 0 2

mit «, F € R. Weiterhin gelte bae — 23 = 5.

Fir welche o, 8 € R bildet das Tripel ein Rechtssystem? Beachten Sie die angege-
bene Reihenfolge der Vektoren.

Geben Sie fiir die gewonnenen «, 3 € R eine Reihenfolge der Vektoren an, so dass
die Vektoren ein Linkssystem bilden.

Fiir welche a, 3 € R ist der Volumeninhalt des von den Vektoren aufgespannten
Spats minimal?

H 12 Wie heifst die Hesse-Normalform der Schnittgeraden g der Ebenen
Ey: 3z -2y4+2-5=0,

Ey : 20 —y+42+2=07
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Gruppeniibung

G 10 Entscheiden und begriinden Sie, welche der folgenden Aussagen wahr und welche
falsch sind.

1) @x (@xd) =0« d=0 fir alle @ € R?
2) (@-d)-d=0«d=0 fiir alle @ € R?
3) a-(a-a)=0«a=0 firalle a € C
4) G- (@xb)=0<dxb=0oder @ =0 fiir alle 7,b € R3
5) (@xb)-(Exd) =0 dxb=0oder &x d=0 fir alle @b, d € R?
6) @xb=">bxafir alle @,b € R3
1) Falsch. B -
=: Betrachte @ = (1 0 0)”. Dann ist @ x (@ x @) = 0 und @ # 0. Widerspruch!
2) Wabhr.

< Ausd=0 folgt (@-@)-a=0-0=0.

=: Aus (@-d)-d = (a1+a2+a3) a =0 folgt (a1+a2+a3) a; = 0 und
(a3 4+ a3+ a3) - ax = 0 und (a? + a3 + a3) - a3 = 0. Angenommen es gilt
(a? + a3 + a3) # 0, dann miissen a; = 0 und ay = 0 und a3 = 0 sein. Damit
gilt aber auch (a} + a3+ a3) = 0 im Widerspruch zur Annahme. Somit war die
Annahme falsch und es ist (a? + a3 + a2) = 0. Die einzig méglichen Lésungen
dieser Gleichung sind a; = 0 und ay = 0 und a3 = 0. D.h. es ist @ = 0.

3) Wabhr.
=:Ausa-(a-a) =0 folgt a-a =0 oder a = 0. Das impliziert a = 0 oder
a =0 oder a =0, also a = 0.
<: Sei a = 0. Dann ist a® = 0.

4) Falsch.
=: Seien @ = (10 0)",b= (01 0). Dann sind G- (a@ xb) = (100)(00 1)T =0,
aber @ x b+ 0 und @ # 0.

5) Falsch.

=:Seien @ x b= (1 00)7 und @x d = (01 0)T. Dann ist (@ x b) - (¢ x d) =
(100)-(010)7=0jedoch@xb+#0undcxd#0

6) Falsch.
=: Seien @ = (1 0 0)T und b = (0 1 0)”. Dann sind @ x b = (0 0 1)T und
bxd=(00—1)T.
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und

1 0 1
a=| 1 |,bo=| a |,cc=1 0
1 1 «

Fiir welche o € R bilden die beiden Tripel a7, b:, c1 und as, b;, ¢ Rechtssysteme?
Beachten Sie dabei die angegebene Reihenfolge der Vektoren.

Geben Sie nun fiir das jeweils gewonnene « fiir jedes Tripel eine Reihenfolge der
Vektoren an, so dass die Vektoren ein Linkssystem bilden.

Fiir welche a@ € R sind die Volumeninhalte des von den Vektoren aufgespannten
Spats minimal?

1)

2)

Nach Skript Seite 47 bilden a},b:,c} genau dann ein Rechtssystem, wenn
det(ai, by, 1) > 0 ist. Nun ist

1 0
det(ay, b_i, 1) =det| 0 a | =a.
0 0 «
D.h. das Vektorentripel bildet ein Rechtssystem, wenn o > 0 gilt.
Fiir ein Linkssystem mufs die Determinante eines Vektorentripels kleiner als 0

sein. Wegen (siehe Skript Seite 42)
det(dy, by, é1) = —det(by, a1, é) = a,

bildet das Vektorentripel b:, ai, ¢ mit o > 0 ein Linkssystem.

V(o) = |(a; x by) - é| = |det(ar, by, )| = |al.

Offensichtlich wird der Volumeninhalt des Spats minimal, wenn o = 0 gilt,
dann gilt V(a) = 0. Es handelt sich demnach um ein Rechteck.

Nach Skript Seite 47 bilden a},bé,c} genau dann ein Rechtssystem, wenn
det(ads, by, ¢3) > 0 ist. Nun ist

. 10 1 L
det(dp, by, G5) =det | 1 a 0 | =a*+1—-a= (04_5)24_Z > 0.
1 1 «

D.h. das Vektorentripel bildet ein Rechtssystem fiir alle a € R.
Fiir ein Linkssystem mufs die Determinante eines Vektorentripels kleiner als 0
sein. Wegen (siehe Skript Seite 42)

1 3

det(dy, by, ¢5) = —det(by, d@b, 3) = (a — el

bildet das Vektorentripel b;, as, ¢ fiir alle o € R ein Linkssystem.

o TN o N 1 3 1 3
V(a) = (a2 x ba) - &3] = |det(az, by, é3)| = |(o — §)Q+Z = (o — §>2+Z°

Offensichtlich wird der Volumeninhalt des Spats minimal, wenn o = % gilt,

dann ist V(o) = 3.
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G 12 Gegeben sei eine Ebene E durch die Punkte

-1 2 0
P= 1 Q=1 3 | ,R= 1
1 0 -2
1
und eine punktféormige Lichtquelle in | 0 | sende Lichtstrahlen in Richtung der
1
-1
Vektoren « aus. Fiir welche o € R treffen die Strahlen die Ebene E und wo
0

ist der Auftreffpunkt?

Bestimmen Sie zur Beantwortung dieser Fragen die Hessische Normalform von F,
indem Sie den Normalenvektor von £ der Linge 1 berechnen. Benutzen Sie dazu
das Kreuzprodukt.

FEin Normalenvektor a von E der Lédnge 1 berechnet sich zu

_@-Px@®r-P) 1 [
Q-P)x(®R-P| v\

Die Gleichung der Ebene L ist gegeben durch die Gleichung ax — ap = 0, wobei
p einen beliebigen Punkt von E darstellt. Wir berechnen aP = \;—236. Die Hessische
Normalform der Ebene E lautet demnach

—3x+4y—z—|—2_0

V26

Fiir die Geradengleichung g, der Strahlen ergibt sich

1 —1
Go =R TERT=| 0 | +2| « ={feR|laz+y—a=0,z=1}.
1 0

Um den Auftreffpunkt der Strahlen auf die Ebene zu bestimmen, ist es notwendig,
das Gleichungssystem bestehend aus Ebenen- und Geradengleichung zu berechnen.
Wir erhalten

—Br4+4dy—2z2 = =2
ar+y = «
z =1

Nun setzen wir die dritte Gleichung in die beiden ersten ein und erhalten ein Glei-
chungssystem mit zwei Unbekannten.

—3r+4y = -1
+ar+y = «
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Dieses Gleichungssystem versuchen wir mit der Cramerschen Regel zu losen. Das

ist nur mdglich, wenn ' ( —a3 —:4 = —3—4a # 0 gilt, also fiir o # _T3' In diesem

Falle erhalten wir als Komponenten fiir den Auftrefipunkt

-1 +4
B a 1 —1 -4«

/=3 44| -3—-4a
o 1
-3 -1
Q o 2a

Y=T7 34\  3+4a
a 1
und z = 1.

Im Falle, dass a = ’T?’ gilt, ldsst sich das Gleichungssystem nicht l6sen, wie man
durch einfaches Einsetzen erkennen kann. D.h. in diesem Fall verlduft der Strahl
parallel zu Ebene.

und

Hausiibung

H 10 Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen wahr und welche falsch sind.

)

)

3) (@+b)x (@—b)=0=axb=0 fiir alle 7, b € R3
4) (a+0b)-(a—b)=0=a-b=0 firalle a,b € R
5) (@+b)-(@—b)=0=a-b=0 fiir alle @,b € R®
6) (a+bi) - (a—bi)=0=a-b=0 firalle a,b € R

Q@ . I} 1
a=\|1|,b=11 |,c=1|1
1 0 2

mit «, € R. Weiterhin gelte ba — 23 = 5.

Fiir welche «, § € R bildet das Tripel ein Rechtssystem? Beachten Sie die angege-
bene Reihenfolge der Vektoren.

Geben Sie fiir die gewonnenen «, 3 € R eine Reihenfolge der Vektoren an, so dass
die Vektoren ein Linkssystem bilden.

Fiir welche o, 3 € R ist der Volumeninhalt des von den Vektoren aufgespannten
Spats minimal?
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H 12 Wie heifst die Hesse-Normalform der Schnittgeraden g der Ebenen
Ey: 3z -2y4+2-5=0,

Ey : 20 —y+42+2=07



