37 Oberflaichenintegrale

Nachdem wir im vergangenen Abschnitt gesehen haben, wie man das Volumen
eines dreidimensionalen Korpers (z.B. das Volumen einer Kugel) mit Hilfe der
Integralrechnung bestimmen kann, wenden wir uns nun den Fldcheninhalten ge-
kriimmter Flichen wie z.B. der Oberfliche einer Kugel zu, fiir die wir einen
geeigneten Integralbegriff entwickeln.

37.1 Flachen, Tangenten und Normalen

Wir haben friiher Kurven als Bilder von Intervallen bzgl. stetiger Abbildungen
beschrieben. Ganz analog definieren wir nun Flichenstiicke als Bilder ebener Be-
reiche bzgl. geeigneter Abbildungen.

Definition 37.1 Sei D C R? eine beschrinkte offene Menge mit stickweise ste-
tig differenzierbarem Rand 0D. Weiter sei F = (Fy, Fy, F3) : D — R? eine stetig
differenzierbare Funktion mit

rg Jp(X) =g F'(z1,22) =2 fiir alle X = (z1,72) € D, (37.1)

d.h., die Funktionalmatriz

oF,  or
ox1 ox2
B(Fy, Fy, F.
Jr(X) = F'(X) = (8(13:1—23:2)3) _ ?;% g_ﬁ c R32
0F3 OF3
3561 (9.182

hat den vollen Rang 2. Dann heifst das Bild von D unter F, d.h. die Menge
F :=B(F) = {F(z1,z,) € R’ : (21,29) € D}, (37.2)

ein Flichenstiick im R®, und die Abbildung F : D — F heifit eine Parameter-
darstellung des Flichenstiicks F oder kurz eine Fléache.

Genau wie bei Wegen und Kurven unterscheiden wir wieder sorgfiltig zwi-
schen der Abbildung F' und ihrem Bild F. Offenbar kann es fiir ein- und dassel-
be Flachenstiick F verschiedene Parametrisierungen geben. Die Rangbedingung
(37.1) wird nur fiir Punkte aus D gefordert; auf dem Rand 8D = D\ D muss sie
nicht erfiillt sein.

Wichtige Vereinbarung. Wir haben die Differenzierbarkeit einer Abbildung
F : X — R nur fiir offene Mengen X C R? erklirt. Die stetige Differenzierbarkeit
von F : D — R3 ist wie folgt zu verstehen: Die Funktion F lGft sich zu einer stetig
differenzierbaren Funktion F : G — R® auf eine offene Menge G O D fortsetzen.
Diese Menge G ist fiir die Definition des Flichenstiicks offenbar unerheblich. Wir
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mochten jedoch auch in den Randpunkten von D die partiellen Ableitungen F,
und F7, bilden kénnen und verlangen daher, dass sich F' auf eine offene Umgebung
G von D stetig differenzierbar fortsetzen 148t. ]

Beispiel 1 Sei D = (0,27) x (—7/2, 7/2) und r > 0. Dann ist D das Rechteck
[0,27] X [—7/2, w/2]. Sei weiter

F(u,v) = (rcosucosv, rsinucosv, rsinv)

fiir (u,v) € D. Dann ist F stetig differenzierbar auf D (und sogar auf ganz R?),
und die Funktionalmatrix

—rsin® cosv —7rcosuSsinv
F'(u,v) = | rcosucosv —rsinusinv
0 T COSV

hat fiir alle (u,v) € D den Rang 2. Das zugehorige Flichenstiick F = B(F) ist
die Oberfliche einer Kugel um den Nullpunkt mit dem Radius r. |

Beispiel 2 Sei f : D — R eine stetig differenzierbare Funktion und
F:D—R, F(uv):= (u,v, f(u,v))T.

Dann ist auch F stetig differenzierbar auf D, und die Funktionalmatrix

1 0
Jrp=10 1
of of
ou Ov

von F' hat offenbar den Rang 2. Das durch F' definierte Flichenstiick ist gerade
der Graph von f. Mit D = {(u,v) € R? : v?> +v? < 1} und f(u,v) = uv erhilt
man beispielsweise eine Sattelfliche (hyperbolisches Paraboloid). [ ]

Beispiel 3 Seien @ = (a1,0as,a3)" und b =
ge Vektoren und sei 7y € R3. Auf D = [-1,
F(u,v) = ud + vb + %y die Funktionalmatrix

(b1, by,b3)" linear unabhingi-
1] x [-1,1] hat die Funktion

a; b
as b2 ’
as bg

die wegen der linearen Unabhéingigkeit von @ und b den Rang 2 hat. Das zu-
gehorige Fliachenstiick ist ein Teil der durch @ und b aufgespannten und durch
verlaufenden Ebene. ]

Sei F: D — R® die Parametrisierung eines Fléichenstiicks F. Ist durch X =
(X1, X2)T : [a,b] = D ein stetig differenzierbarer Weg in D gegeben, so ist

Y:la,b) >R, Y(t)=F(X(t)
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ein stetig differenzierbarer Weg, der komplett in F verlduft. Fiir tg € [a, b] wird die
Richtung der Tangente an den Weg Y im Punkt Y (to) = F (X (t5)) beschrieben
durch den Vektor

Y(to) = F, (X (t0)) X1 (to) + F, (X (t0)) Xa(to) (37.3)

(Kettenregel!) mit

Fu(X (1) = 90 (X(10)) = (52 (X (1)), 2 (X (1)), 5 (X (1))

und

Fo(X (1) = 20 (x(a0)) = (52 (X(00)), 22 (X (1)), 5 (X(10)))-

Die Rangbedingung (37.1) besagt gerade, dass die beiden Vektoren F, (X (t))
und F, (X (to)) fiir alle Punkte X (¢o) € D linear unabhéngig sind.

Nun sei (ug,v9) € D gegeben. Betrachten wir alle Wege X durch den Punkt
(uo, Vo), s0 kénnen in (37.3) die Ableitungen X; und X, beliebige Werte anneh-
men. Die beiden Vektoren F,(ug,vq) und F,(ug, vo) spannen also die komplette
Tangentialebene an die durch F definierte Fliche im Punkt F(ug,vo) auf. Eine
Beschreibung der Tangentialebene in Parameterform lautet

{F(ug,v0) + AFy(ug, vo) + uFy(ug,vo) : A\, p € R} (37.4)

Den Normalenvektor an die Fliche im Punkt F(u,v) mit (u,v) € D erkldren wir
durch das Vektorprodukt

u.v) = Fu(uav) X Fv(U/, U)
N(u,v) : | Fu(u,v) X Fy(u,v)||

(37.5)

Man beachte, dass Fy(u,v) x F,(u,v) # 0 ist, da beide Vektoren linear un-
abhéngig sind. Aus den Eigenschaften des Vektorprodukts wissen wir, dass der
Vektor N(u,v) senkrecht auf F,(u,v) und F,(u,v) (und damit auf der gesamten
Tangentialebene (37.4)) steht. AuBerdem hat er die Lénge 1, so dass man auch
vom Normaleneinheitsvektor spricht.

Es stellt sich die Frage, inwieweit die eingefiihrten Begriffe (Tangential- und
Normalenvektoren) von der Parametrisierung F' oder nur vom Flichenstiick F
abhéngen. Dazu zunéchst eine Definition.

Definition 37.2 a) Seien D, E offen in R?. Eine bijektive Abbildung ¢ : D —
E heifst Diffeomorphismus, wenn ¢ und die Umkehrabbildung o= stetig dif-
ferenzierbar sind.

b) Zwei Parameterdarstellungen F : D — R und G : E — R® heiflen dquiva-
lent, wenn es einen Diffeomorphismus ¢ : D — E gibt mit F = G o ¢ und
det ¢’ > 0 auf D.

37.3



Sind F' und G dquivalent, so sagt man auch, dass sie durch eine Parameter-
transformation ¢ auseinander hervorgehen. Man sieht leicht, dass die wesentlichen
Fldchengrofien und Flicheneigenschaften (wie die Tangentialebenen und Norma-
lenvektoren) bei dquivalenten Parametertransformationen unverindert bleiben.

Beispiel 4 Seien D und F wie in Beispiel 1 (Kugeloberfliche). Dann ist

F,(u,v) = (—rsin ucos v, rcosucosv,0)”,
Fy(u,v) = (—rcosusinv,—rsinusinv,rcosv)’,
Fy(u,v) x Fy(u,v) = (r®cosucos?v,r?sinucos®v,r?sinvcosv),
| Fu(u,v) x Fy(u,v)|]| = r*cosv

und damit
N(u,v) = (cosucosv,sinu cos v, sinv)

fiir alle Punkte (u,v) € (0,27) x (—7/2,7/2). Wie erwartet gilt N(u,v) =
LF(u,v) auf der Kugeloberfliche mit Radius r. n

Beispiel 5 Sind D, f und F' wie in Beispiel 2 (Funktionsgraphen), so ist

_ of\r _ of \r
Fu_(laoaau) I Fv_(oalaav) )
_(_9f _of _\/5_f 2 (OFy
FuXFv_(_aua 81)’1)’ ||FUXFU||_ (8U) +(8U) +1
und damit schliefllich
1 af of

N(u,v) =

Jareara . o

Bei der Definition (37.5) des Normaleneinheitsvektors zeigt N im (z,y, z)-
Koordinatensystem also nach oben. [ ]

Beispiel 6 Sei D = F = {(u,v) € R? : u? + v? < 1}. Die Parametrisierungen
F:D—R, F(u,v)=(u,v,uw)’"

und o
G:E—-R, Gu,v)=(u,—v,—uv)’

liefern das gleiche Flachenstiick. Wir bestimmen die Normalenvektoren im Punkt
F(0,0) = G(0,0) = (0,0,0)T. Zunéchst ist

Fy(u,v) = (1,0,v)", F,(u,v) = (0,1,u)7,
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also
F,(u,v) x F,(u,v) = (—v, —u,1)" und F,(0,0) x F,(0,0) = (0,0,1)%.
Andererseits ist
Gu(u,v) = (1,0, —v)",  Gy(u,v) = (0,1, —u)"
und damit
Gulu,v) X Gy(u,v) = (—v,u, —1)" und G,(0,0) x G,(0,0) = (0,0, —1)".

Bei Verwendung von F erhalten wir also (0,0,1)7 als Normaleneinheitsvektor
im Punkt (0,0,0)” an die Sattelfliiche, und bei Verwendung von G den Vektor
(0,0,—1)". Man beachte, dass zwar F' und G durch den Diffeomorphismus

0:D—E, (u,0)" (é _01) (“) — (u, —v)"

()

auseinander hervorgehen, dass aber

det ¢'(u,v) = det <(1) _01> =-1<0

ist. Also sind F' und G nicht zueinander dquivalent. [ ]

Anschaulich ist klar, dass jedes Fléchenstiick in jedem Punkt genau eine Tan-
gentialebene, aber zwei Normaleneinheitsvektoren (nach ,oben“ und nach ,un-
ten“) besitzt. Ist F' = Gog, so liefern F' und G den gleichen Normalenvektor, wenn
det ¢’ > 0, und sie liefern entgegengesetzte Normalenvektoren, wenn det ¢’ < 0.
In letzterem Fall sagt man auch, dass die Orientierung von F' gewechselt wird.

37.2 Flachenintegrale

Wir wollen nun Flichenintegrale bestimmen. Sei F': D — R® eine Parametrisie-
rung eines Flidchenstiickes F, wobei wir der Einfachheit halber annehmen, dass
D ein achsenparalleles Rechteck in der uv-Ebene ist. Das Rechteck D sei in Teil-
rechtecke @1, . .., Qn zerlegt. Ihre Bilder F/(@Q1), - .., F(Q.,) nennen wir Maschen.
Aus diesen Maschen setzt sich das Flachenstiick F zusammen.

v O F
//
F
A’Uz' %
0l Ay " F(Qi)
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Ist die Rechteckzerlegung von D fein genug, so haben die Maschen nahezu die
Gestalt eines Parallelogramms. Ist ; ein Teilrechteck in D mit den Seitenlingen
Aw; und Aw; und ist (u;,v;) der linke untere Eckpunkt von @);, so ist die Masche
F(Q;) ungefihr gleich dem Parallelogramm, das von den Vektoren

F(u; + Ay v;) — Fug,v) ~  Fyug, v)Aug,
F(ui, v, + Avy) — Fug,v;) ~  Fy(ug, v;) Ay,

aufgespannt wird. Der Flidcheninhalt dieses Parallelogramms ist gleich der Liange
des Vektorprodukts dieser Vektoren, also gleich der Linge von

Aai = (Fu(uz,vz) X Fv(ui,vi)) AU,ZAUZ

Man kann daher ||Ag;|| als ungefihren Flicheninhalt der Masche F(();) ansehen

und
m m

i=1 i=1
als Ndherung fiir den Flidcheninhalt des Flichenstiickes F. Lassen wir auf der
rechten Seite von (37.6) die Zerlegung immer feiner werden, d.h., lassen wir
max;{Au;, Av;} gegen 0 streben, gelangen wir zum Integral

/ 1F, (1, ) x Fy(u, v)]| d(u, v).

D

Um sicherzustellen, dass dies tatséchlich dem Flicheninhalt von F entspricht,
miissen wir noch (&hnlich wie bei Kurven) garantieren, dass nicht Teile des
Fliachenstiicks mehrfach durchlaufen werden.

Definition 37.3 Die Parameterdarstellung F : D — R® und das durch sie defi-
nierte Flichenstiick heiffen doppelpunktfrei, wenn F' auf D injektiv ist.

Definition 37.4 Ist F : D — R® eine doppelpunktfreie Parameterdarstellung
eines Flichenstiickes F, so ist der Fliacheninhalt von F die nichtnegative Zahl

I(F) = // |1 F(u, v) X Fy(u,v)|| d(u,v). (37.7)

Das Integral in (37.7) schreibt man auch als [ do, wobei do symbolisch fiir
[[Fu(u, v) X Fy(u, v)]| d(u, v)

steht und Flichenelement heifit. Definition 37.4 wird wie folgt verallgemeinert:
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Definition 37.5 Durch F : D — R® sei ein Flichenstick F gegeben, und H :
F — R sei stetig auf F. Dann heifit das Integral

/fHda - //H(F(u, ) [1Fa(t,0) x Fo(u,0)]| d(u,0)  (37.8)

das Flachenintegral von H iiber F.

Als Motivation kann man sich ein elektrostatisch geladenes Flachenstiick F
vorstellen, wobei die Ladungsdichte H in jedem Punkt von F bekannt und die
Gesamtladung gesucht ist.

Man kann (und muss) sich iiberlegen, dass die Integrale in (37.7) und (37.8)
bei Parametertransformation und Orientierungswechsel invariant bleiben.

Beispiel 7 Seien D und F wie in Beispiel 1 (Kugeloberfliche). Mit Beispiel 4
erhalten wir

2w pm/2
I(f)://’I“2COSUd(U,’U)=T2/ / cosv dv du = 4mr?
/ 0 —7/2
D

als Flacheninhalt der Kugeloberfliche. ]

Beispiel 8 Sind D, f und F wie in Beispiel 2 (Funktionsgraphen), so ist
I(F) :/ da://\/1+f3+f3 d(u,v)
].'
D

der Fliacheninhalt des Funktionsgraphen. |

Definition 37.6 Durch F : D — R® sei ein Flichenstick F gegeben, und H -
F — R® sei ein stetiges Vektorfeld auf F. Dann definiert man

/f H-dé = / / H(F(u,0)) - (Fa(u,0) % Ey(u, v)) d(u, 0). (37.9)

Wegen
Fu(U,U) X Fv(u,?))
| Fuu, v) x Fy(u,v)]]
= N(U,U)HFU(U,U) X Fv(u,v)”

Fu(u, 1}) X Fv(u,v) ||Fu(u’v) X F’u(uav)”

gilt also
d = N || Fy(u,v) X Fy(u, )| d(u, v) = N do
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und

/H-d&'z/H-Nda.
F F

Fldchenintegrale vom Typ (37.9) sind ebenfalls invariant beziiglich dquiva-
lenter Parametertransformationen. Bei einem Orientierungswechsel dndern sie je-
doch ihr Vorzeichen, da die Normalenvektoren ihre Richtung dndern.

Motivation Wir stellen uns ein stationires (zeitunabhingiges) Geschwindig-
keitsfeld V : R® — R3® einer strémenden Fliissigkeit vor und fragen nach der
Fliissigkeitsmenge, die ein gegebenes Flichenstiick F pro Zeiteinheit durchflief3t.
Sinnvollerweise soll F orientiert sein, d.h. wir kénnen uns etwa vorstellen, dass
F eine “Unterseite” und eine “Oberseite” hat und dass die Normalenvektoren in
Richtung der Oberseite zeigen.

Wie bei der Motivation zum Flicheninhalt denken wir uns F in Maschen un-
terteilt, die ndherungsweise Parallelogrammform haben. Es sei Ag; der Flichen-
vektor eines solchen Parallelogramms AF;, d.h., Ag; steht senkrecht auf AF; und
zeigt in Normalenrichtung, und ||Ady|| ist gleich dem Flicheninhalt von AF;.

Dannist |V (x;)-Ad;| (mit einem z; € AF;) das Fliissigkeitsvolumen, das néhe-
rungsweise pro Zeiteinheit durch AF; fliefit. Pro Zeiteinheit schiebt sich ndmlich
ein Parallelepiped mit dem Grundflicheninhalt | Ad;|| und der Hohe ||V (z;)|| cos ¢
(vgl. die folgende Skizze), d.h. mit dem Volumen

IV (@)l [|Adi][ cos o = V(x:) - Ady,
durch AF;. (In erster Nidherung nehmen wir V' als konstant auf AF; an.)

Ad;

Y/

AF,

Flielt die Fliissigkeit aus der Seite von AF;, in die der Flachenvektor Ag; zeigt,
heraus bzw. hinein, so ist V' (z;)-Ad; > 0 bzw. < 0. Das Vorzeichen von V (z;)-Ad;
gibt also an, in welcher Richtung AJF; durchflossen wird. Die Summation der
Fliisse iiber alle Maschen

D Vi) - AG;

und der Ubergang zu beliebig kleinen Maschenweiten fiihren zum Flichenintegral
o= / V(z) - do.
F
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Die Grofle |®| beschreibt das Gesamtvolumen an, das pro Zeiteinheit das
Flachenstiick F durchstromt, wobei die Anteile beider Stromungsrichtungen
durch F gegeneinander aufgerechnet sind. Das Vorzeichen von ® gibt an, an
welcher Seite des Flichenstiicks mehr herausfliefit: Ist ® > 0, so stromt mehr
Fliissigkeit in Richtung der Normalenvektoren von F, ist & < 0, so in entgegen-
gesetzter Richtung. Man nennt ® auch den Fluss von V durch F. [ |

Beispiel 9 Seien D und F wieder wie in Beispiel 1 (Kugeloberfliche), und sei
H :R® — R? die identische Abbildung, d.h. H(z,y,2) = (z,¥, z). Dann ist nach
Beispiel 4

N(u,v) = (cosucosv,sinucosv,sinv),

und mit
H(F(u,v)) = F(u,v) = (rcosucosv,rsinucosv, rsinv)

erhalten wir mit (37.9)

/H-d&z/H-Ndoz/rdazr/do.
F F F F

Das Flichenintegral | do ist gleich dem Flécheninhalt der Kugeloberfliche. Wir
haben es in Beispiel 7 berechnet und erhalten damit

/H-d5:47rr3. m
f

37.9



38 Integralsitze

Ziel dieses Abschnittes ist die Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung

b
| r@yde= 1) - @) = f@)];
und der Formel der partiellen Integration

b

/ab u'(z)v(z) do = — /abU(x)v'(x) dz +u(2)o(z)],

auf mehrdimensionale Integrale. Es stellt sich die Frage, durch welche Differen-
tialoperatoren die Ableitungen f’, ', v' und wodurch die Randterme f|° und uv|®
zu ersetzen sind. Die gewonnenen Integralsitze finden zahlreiche Anwendungen
in den Natur- und Ingenieurwissenschaften.

38.1 Die Divergenz eines Vektorfeldes

Unser erstes Ziel ist der Gaupsche Integralsatz im R3. Seine anschauliche Bedeu-
tung ist vollig einleuchtend:

Die Fliissigkeitsmenge, die durch die Oberfiiche eines rdumlichen Ge-
bietes herausstromt, ist gleich der Flissigkeitsmenge, die die Quellen
in diesem Gebiet hervorbringen.

Wie kann man die Fliissigkeitsmenge, die eine Quelle im Punkt (z¢, v, 20) € R®
hervorbringt, mathematisch beschreiben? Wir betrachten eine stationdre (zeit-
unabhéngige) Strémung einer inkompressiblen Fliissigkeit (d.h. mit konstan-
ter Dichte), die im Punkt (z,y,z) € R® die Geschwindigkeit V(z,y,z) =
(Vl(az, y,2), Valz,y, 2), Va(z,y, z)) hat. Im Punkt (¢, yo, 20) heften wir einen klei-
nen achsenparallelen Quader @ mit den Seitenldngen Az, Ay und Az an.

z Ax
: )Az
ST T T _Ay
(350, Yo, 2’0)
Yy
z

Dann ist das Fliissigkeitsvolumen, das pro Zeiteinheit in Richtung der positiven z-
Achse durch die linke bzw. rechte Seitenwand des Quaders fliefit, niherungsweise
gleich

Vi(zo, Yo, 20) AyAz  bzw. Vi(zo + Az, yo, 20) AyAz.
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Das Volumen, das pro Zeiteinheit aus dem Quader ) in der positiven z-Richtung
austritt, ist also etwa gleich

(Vi(zo + Az, yo, 20) — Vi(@o, Yo, 20)) AyAz

_ Valmo + Az, 4o, 20) — Vi(Zo, Yo, %) AzAyAz

Ax
oV
a—xl(iﬂo,yo, 20) AzAyAz.
Wir stellen in dhnlicher Weise die Massenbilanz fiir den Fluf} in positiver y- und
z-Richtung auf und erhalten als Endresultat, dass das Fliissigkeitsvolumen, das
pro Zeiteinheit aus () austritt, ungefahr gleich

Q

ov; oV,

oVs
(a—x(ffo,?/oazo) + By (fﬂoayo, 20) + a—;($07y0720)) ArAyAz (38-1)

ist. Wir treffen folgende allgemeine Definition.

Definition 38.1 Sei D C R" offen und F = (Fy,...,F,) : D — R" ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann heifit die durch

(div F)(z) =) oF:

=1 axz

(), z€D,

definierte Funktion div F' : D — R die Divergenz von F.

Die Divergenz eines Vektorfeldes ist also eine skalarwertige Funktion. Wir
kénnen (38.1) somit schreiben als

(div V') (20, yo, 20) AzAyAz.

Dividieren wir diesen Wert durch das Volumen AzAyAz von () und ziehen wir @)
auf den Punkt (zo, yo, 20) zusammen, kénnen wir (div V') (g, 4o, 20) als Quelldichte
der Stromung im Punkt (zg, yo, 29) interpretieren. Ist (div V')(zo, yo, 20) > 0, so
ist (xo, Yo, 20) eine Quelle im eigentlichen Sinn (ihr entstromt Fliissigkeit). Im
Fall (div V')(xo, Yo, 20) < 0 heifit (xq, yo, 20) auch eine Senke, da in diesem Punkt
Fliissigkeit verschwindet.

Einige Rechenregeln fiir die Divergenz Sei D C R" offen, und seien F, G :
D — R" und ¢ : D — R stetig differenzierbar. Dann gilt

div(F+G) = divF +divG,
div(A\F) = MdivF fiir A € R,
div(¢F) = @divF +gradg- F.
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38.2 Der Gauflsche Integralsatz im Raum

Wir kénnen nun die anschauliche Aussage des Gaufischen Integralsatzes in For-
meln fassen. Es sei G ein geeigneter rdumlicher Bereich und 0G sein Rand (seine
Oberfliche). Die genauen Voraussetzungen geben wir spéter an. In jedem Rand-
punkt haben wir zwei Normaleneinheitsvektoren: einen, der in den Ké&rper hin-
einzeigt (die sogenannte innere Normale) und einen, der von G weg zeigt (die
dufere Normale). Es sei N : 0G — R® das Vektorfeld der dufleren Normalen.
Weiter sei V' das Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen Fliissigkeit. Nach
Abschnitt 37.2 ist der Fluf§ durch 0G in Richtung der &dufleren Normalen (also
das, was aus G herausfliefit) gleich

//V-d&’://V-Nda. (38.2)

Die durch Quellen und Senken in G hervorgebrachte Fliissigkeitsmenge erhalten
wir dagegen durch Aufintegrieren der Quelldichte iiber G:

/ / / (div V)(z) dz. (38.3)

Nach dem Gauflschen Integralsatz sind die Integrale (38.2) und (38.3) gleich. Nun
zur exakten Formulierung.

Definition 38.2 a) FEine Menge G C R® heifit C'-Normalbereich bzgl. der
z129-Ebene, wenn es eine kompakte Menge K C R? und stetig differenzier-
bare Funktionen @1, py 1 K — R ¢ibt, so dass

G = {(CC]_,.TQ,.T)?,) € R3 : (-TlaxZ) € K: €01($17$2) S x3 S @2($17$2)}

gilt und der Rand OK durch einen stiickweise stetig differenzierbaren Weg
darstellbar ist. Analog erkldrt man C'-Normalbereiche beziiglich der xoxs-
und x1x3-Ebene.

b) Die Menge G heifit ein C*-Normalbereich, wenn sie ein C'-Normalbereich
beztiglich der x1xo-, der xoxs- und der x,x3-Fbene ist.

Es sei noch einmal an unsere Vereinbarung erinnert: Eine Funktion f : K — R
auf einer kompakten Menge K heift stetig differenzierbar, wenn sie zu einer stetig
differenzierbaren Funktion auf einer offenen Menge G' O K fortgesetzt werden
kann.

Anmerkung Einen C'-Normalbereich bzgl. der z;z5-Ebene kann man sich so
vorstellen:
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T3 : p2(K)

=
Der obere Deckel Sy = ¢o(K) ist ein Flichenstiick im R® mit der Parameterdar-
stellung

B K =R, (21,20) = (21,22, 0(z1,72)).

Der durch F; bestimmte Normaleneinheitsvektor (vgl. Beispiel 5 aus §37.1)

1 Ops  Opo )
N. ) = - » :1
Ry Gy (oo

ist der dufiere Normaleneinheitsvektor fiir G, da die z-Komponente > 0 ist. Der
untere Deckel S; wird beschrieben durch

Fi:K—=R, (z1,72) (:61,.’132,901(331,332)),

und der zugehorige Normaleneinheitsvektor ist

1 ( dp1 O 1)_
(52) + (32) 1

B 8951 ’ (%2 ’
Dieser zeigt ebenfalls in Richtung der positiven z-Achse (also in G hinein), so
dass der duflere Normalenvektor an G' auf S; gleich —N; (u, v) ist. n

Ni(u,v) =

Satz 38.3 (Gauflscher Integralsatz im R?) Sei G C R® ein C'-Normalbe-
reich und H : G — R® ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Weiter bezeichne
N :0G — R? das duflere Normalenfeld von G. Dann ist

J[[@ivm@as= [[ #- o (38.4)
e Flel

Beweis Es geniigt, die Aussage zu beweisen, wenn H die Gestalt H = (0,0, H3)T
hat; man kann H als Summe dreier derartiger Ausdriicke schreiben, und die
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Integrale in (38.4) sind linear in H. Mit einer Verallgemeinerung von Satz 36.5

auf die dreimdimensionale Situation erhalten wir wegen div H = ‘?9—1;:

2(x1,22) H
/// (div H)(z)dx = // / OH; (ml,xg,xg)dxg)d(xl,xg)
p1(z1,2) Oy

:/ H3(371,3’32,902(3’31,332)) - H3($1,l‘2aS01($1,$2)))d($1,332)-

Auf dem oberen Deckel Sy = po(K) ist wegen H = (0,0, H3)

H-N= - - H,
a F)
V() + ()
und damit

/ Hj (531, T, P2 (w1, 352)) d(z1, 22)

://(H.N)\/<g_if>2+(%)24—103(951,3:2)
~ [[#- v

Analog zeigt man

/ Hj $1,$2a901($1,$2) 551,352 / H - Ndo.

Auf dem noch fehlenden Randstiick 0G\ (S; U Ss) von G, also auf
Sy = (21,9, 23) ER’ 2 (21,79) € IK, p1(21, %) < 23 < o1, 72)},

existiert der #uflere Normalenvektor N ebenfalls (bis auf endlich viele Gera-
denstiicke {y} X [¢1(y), ¢2(y)] mit y € 0K, in denen die Parametrisierung von
0K nicht differenzierbar ist), und die Komponente von N in z3-Richtung ist 0.
Daher ist H - N = 0 auf S3. Zusammengefasst erhalten wir

///(divH)(x)dx:i/ H-Nda:/ H-Ndo. .
G i=1"g; 2G
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Beispiel 1 Wir kommen noch einmal zuriick auf Beispiel 9 aus §37.2. Dort waren
D und F wie in Beispiel 1 aus §37.1 (Kugeloberfliche) und H(x,y, z) = (z,vy, 2),
und wir haben erhalten, dass

H.dj = H - Ndo = 4nrd.
8G e
Andererseits ist div H = 3, so dass mit dem Volumen V' der Kugel G gilt
/(divH)(az)dm = 3/ dx = 3V.
G G

Der GaufBlsche Satz liefert nach Gleichsetzen
4

V:§7TT3. | |

Folgerung 38.4 (Partielle Integration in R?) Sei G C R® ein C'-Normal-
bereich, und seien f,g : G — R stetig differenzierbare Funktionen. Weiter sei
N = (Ni,Ny,N3) : 0G — R das dufere Normalenfeld an G. Dann gilt fiir

mhes /G//fgfide—/G//g£9d$+!c/ngidU. (38.5)

Beweis Sei z.B. i = 1. Fiir das stetig differenzierbare Vektorfeld

F:G—- R, F(z)=(f(z)g(z),0,0) (38.6)
ist p 5 5
(fg) _ of gt
8:51 8:101 8x1
und F'- N = fgN;. Die Behauptung folgt also sofort, wenn man die Funktion F'
in den GaufBschen Integralsatz 38.3 einsetzt. |

divF =

Anmerkung 1 Wir haben in Satz 38.3 und Folgerung 38.4 statt fG und faG die

Schreibweisen [[[ und [/ benutzt, um deutlich zu machen, dass (dreidimensio-
G oG
nale) Volumenintegrale und (zweidimensionale) Oberflichenintegrale auftreten.

Anmerkung 2 Sind Fi, ..., F, Flachenstiicke, die sich nicht {iberlappen, so de-
finiert man das Flédchenintegral iiber F' = F} U ... U F;, durch

f=f+s]

Dies haben wir im Beweis des Gauflschen Satzes benutzt (0G = S; U Sp U Ss).
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Anmerkung 3 Satz 38.3 und Folgerung 38.4 gelten auch noch unter schwicheren
Voraussetzungen. Z.B. geniigt es, dass sich G als endliche Vereinigung sich nicht
iiberlappender C'-Normalbereiche schreiben 1i8t. Man beachte auch, dass der
Normalenvektor hdufig nicht in jedem Randpunkt definiert ist (z.B. nicht entlang
der Kanten eines Quaders).

38.3 Der Gauflsche Integralsatz in der Ebene

Der Gauflsche Integralsatz und seine Folgerung gelten bei geeigneter Definition
des Fliachenintegrals in jeder Raumdimension n. Den Gaufschen Integralsatz im
R? kann man entweder durch eine geeignete Reduzierung um eine Koordinate
aus dem GauBschen Integralsatz im R® oder durch eine direkte Ubertragung des
Beweises von Satz 38.3 auf den zweidimensionalen Fall gewinnen.

Sei D C R? ein Normalbereich beziiglich der z;- und der zy-Achse, vgl. Ab-
schnitt §37.2. In diesem Fall nennen wir D einfach einen Normalbereich. Der Rand
0D sei eine geschlossene Kurve, die durch einen stiickweise stetig differenzierba-
ren Weg X : [a,b] — R? parametrisiert wird. Durchlduft ¢ das Intervall [a, b] von
a nach b, so wandert X (¢) entlang 0D in einer bestimmten Richtung, und wir
wollen annehmen, dass dabei D stets links des Weges liegt. Man sagt auch, dass
D vom Weg X positiv umlaufen wird oder dass der Rand 0D positiv orientiert
ist (im mathematisch positiven Sinne oder anschaulich: im Gegenuhrzeigersinn).

Der Tangentenvektor an 0D im Punkt X(t) = (Xi(t),Xo(t)) ist T :=
(X1 (1), XQ(t)), und N := (XQ(t), -X; () ist ein auf T senkrecht stehender Vek-
tor, der nach auflen zeigt.

oD

Man beachte, dass diese Vektoren nur in Punkten definiert sind, in denen X stetig
differenzierbar ist.

Satz 38.5 (Gauflscher Integralsatz im R?) Sei D C R? ein Normalbereich
(bzgl. der x1- und der xo-Achse), dessen Rand 0D durch einen stickweise stetig
differenzierbaren Weg X = (X1, X2)" : [a,b] — R* parametrisiert wird, der D
positiv umliuft. Weiter sei V.= (V,Vo)T : D — R? ein stetig differenzierbares
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Vektorfeld. Dann gilt
/ / (div V) (z) do = /a VNdo - /ab (VA(X(0) % (t) — Va(X () X, (1)) .

(38.7)

Man beachte, dass auf der rechten Seite von (38.7) das Wegintegral des Vek-
torfeldes (—V5, V1) entlang des Weges X steht. Nun nehmen wir die Umbenennung

Wl = _‘/27 W2 = ‘/1’ W = (Wla WQ)T
vor. Dann geht die rechte Seite von (38.7) in

/ab <W1 (X(t))X1(t) + WQ(X(t))XQ(t)> dt

iiber, d.h. in das Wegintegral faD W - dX iiber den durch X parametrisierten
Rand von D; auf der rechten Seite von (38.7) ist divV = 2% 9% zy ersetzen

Oxy1 Oxo
durch 2% — W1 N\[an schreibt
oz oz

oW, oW,
3371 3372

und nennt rot W die (skalarwertige) Rotation des Vektorfeldes W. Mit diesen

Bezeichnungen erhalten wir die folgende Version des Gaufischen Satzes im R?.

Satz 38.6 (Greenscher Integralsatz) Seien D und X wie in Satz 38.5, und
W = (W, Wo)T : D — R? sei ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann ist

/D (rot W) (z) dz = /D (3W2 3W1> dzy,z) = [ W-dx.

rotW :=

(38.8)

6331 6332 oD

Anmerkung 4 Die Sitze 38.5 und 38.6 gelten auch unter allgemeineren Bedin-
gungen an die Menge D. Z.B. darf D der Abschluss eines beschrénkten Gebietes
sein, dessen Rand sich durch genau einen geschlossenen, stiickweise stetig diffe-
renzierbaren Weg parametrisieren 148t (d.h., D darf keine ”Lécher” haben). In
diesem Fall heifit D ein einfach zusammenhdingendes Gebiet. Allgemeiner heifit
ein Gebiet D C R" einfach zusammenhéngend, wenn sich jeder geschlossene Weg
in D "in stetiger Weise” in D auf einen Punkt zusammenziehen 148t. Insbesonde-
re kann jeder geschlossene Weg in D als Rand eines ganz in D liegenden Bereichs
betrachtet werden.

Die Sitze 38.5 und 38.6 bleiben auch giiltig, wenn D C R? endlich viele Locher
hat und sich in endlich viele einfach zusammenhingende Mengen zerlegen 148t.
In diesem Fall zerfillt der Rand von D in mehrere nicht miteinander zusam-
menhdngende Randkomponenten, die alle bei der Randintegration beriicksichtigt
werden miissen.
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Man beachte die Orientierung des aus mehreren Stiicken bestehenden Randes.

Beispiel 2 (i) Jede konvexe und auch sternférmige Menge im R? ist einfach
zusammenhéingend. Der Kreisring {X € R? : R, < ||X|| < Ry} ist nicht einfach
zusammenhingend.

(i) Die Kugelschale {X € R® : R; < ||X|| < Ry} ist einfach zusam-
menhéngend. Dagegen ist der Torus (Autoreifen, Schlauch) nicht einfach zusam-
menhingend.

38.4 Der Stokessche Integralsatz

Wir beginnen mit einer kurzen Motivation. Sei M C R® offen und V : M —
R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld, das wir als Geschwindigkeitsfeld einer
stromenden Fliissigkeit deuten. In M sei ein Flichenstiick F gegeben, dessen
Rand durch einen stiickweise stetig differenzierbaren und doppelpunktfreien Weg
Y : [a,b] — R® parametrisiert wird. Unter der Zirkulation von V entlang OF
versteht man das Kurvenintegral

b
/ V.dYy = / V(Y () - Y(t)dt. (38.9)
OF a
Denkt man sich dieses Integral durch Riemann-Summen

Y V(Y- AY;

approximiert, so entspricht jeder Summand V' (Y;) - AY; einer Geschwindigkeits-

komponente in der Durchlaufrichtung der Kurve. Die Summation dieser Kompo-

nenten ist ein Maf} dafiir, wie stark die Fliissigkeit langs der Kurve zirkuliert.
Wir zerlegen das Fléchenstiick F in endlich viele kleine Maschen F;.
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T
s 2

Bei entsprechender Orientierung der Rénder der F; erhalten wir fiir die Zirkula-
tion

/{)Tv.dyz;/%v.dyzzi:(l(%)/Miv.dy)[(f_i)’ (38.10)

wobei I(F;) fiir den Flicheninhalt von F; steht. Nun verfeinern wir die Maschen.
Der Einfachheit halber betrachten wir den Spezialfall des in der zy-Ebene liegen-
den Flichenstiicks F; = [0, 7] x [0,7] x {0}, » > 0. Dann gilt fiir kleine r

7,
—_— V-dY
I(F3) Jor,

—i(/orvl(x,omx—/Orvl(:c,r)dmf%(r,y)dy—/T%(Oawd«y)

)
r 0 0

- 1(/0 %(Vl(g;,o) — Vi(w, 7)) da + /0 %(VQ(T: y) — V2(0,y)) dy)

r

0 0
~ =2 11(0,0) + -Z-1,(0,0) = (rot V)5(0,0) = rot V - N (0,0
2 12(0,0) + 5 15(0,0) = (100 V)5(0,0) = rot V- N(0,0)
mit dem Normaleneinheitsvektor N = (0,0, 1) zum Fiachenstiick F;. Allgemeiner
kann man zeigen (vgl. Burg/Haf/Wille IV, S. 156-158): Wenn man eine Masche
F; auf einen Punkt x; € F zusammenzieht, dann strebt der Quotient

1
) /aEV-dY (38.11)

gegen (rot V') (z;)- N (z;). Hierbei ist N (z;) die gemeinsame Fldchennormale der zu
x; zusammengezogenen Maschen, und die Wirbelstérke rot V' ist wie folgt erklért.

Definition 38.7 Sei D C R?® offen und F = (Fy, Fy, F3)" : D — R® ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann heifit das durch

OF; OF, oF, OF; OF, oF, T
F)(z) = _ _ _
(I'Ot )(-’13') <8x2 o 8.’L‘3 (33), 8153 (33 6371 ) 8$1 o 6372 (-T))

definierte Vektorfeld rot F': D — R® die Rotation von F.
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Man beachte, dass man fiir ein Vektorfeld der Gestalt
F($17$2’x3) = (Fl(xlaxQ); FZ(xla $2)7 0)

als Rotation gerade das Vektorfeld (0,0,rot (Fy, F3)) mit der in (38.8) eingefiihr-
ten Rotation eines zweidimensionalen Vektorfeldes erhilt. Sind .G : D — R3
stetig differenzierbare Vektorfelder, so gelten offenbar die Regeln

rot (F+G) = rotF +rotG
rot (AF) = ArotF fir A e R

Fiir kleine AF; konnen wir also (38.11) naherungsweise durch (rot V')(z;) - N(x;)
ersetzen, und aus (38.10) wird

/ V-dY =Y (tot V)(@i) - N(z;) I(F). (38.12)

Die rechte Seite ist eine Riemannsumme fiir das Flachenintegral

/rotV-Nda.
].'

Der folgende Satz von Stokes sagt, dass unter geeigneten Voraussetzungen an
F die Zirkulation [, a7V - dY tatsichlich gleich diesem Fléchenintegral iiber die
Normalkomponente der Rotation ist.

Satz 38.8 (Stokes’scher Integralsatz) Sei D C R? ein Normalbereich, des-
sen Rand 0D durch einen stickweise stetig differenzierbaren Weg X =
(X1, X2)T : [a,b] — R? parametrisiert wird, der D einmal positiv umliuft. Wei-
ter sei F': D — R® eine zweimal stetig differenzierbare Abbildung, die ein
Flichenstiick F = F(D) parametrisiert. Der Weg Y : [a,b] — R, Y () =
F(X(t)), definiert eine orientierte Kurve in F, die wir den Rand 0F wvon F
nennen. Schlieflich sei N : F — R® das durch F wie in (37.5) festgelegte Nor-
malenfeld. Dann gilt fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld H : F — R3

/ rot H- Ndo = H-dY. (38.13)
F oF

Beweis Es geniigt, ein Vektorfeld H vom Typ (P,0,0)T zu betrachten. Der Be-
weis fiir H = (0,Q,0)” und H = (0,0, R)T verliuft analog. Zuerst schreiben wir
das Kurvenintegral |, op H -dY iiber der Kurve OF in ein Kurvenintegral iiber 0D
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uim:

/ (P,0,0)"-dY =
oF

oF; oF;
/BD <( ° ) 8:1:1 ( F) 0z ) ax,

wobei wir in der dritten Zeile die Kettenregel benutzt haben. Nach Satz 38.6
(Greenscher Integralsatz) ist dieses Integral gleich

0F; 0F;
PoF PoF . .
/Drot <( o )&E1 ( )8332) (x) dx (38.14)
Wir berechnen die skalare (zweidimensionale) Rotation nach (38.8)

OF, OF,
rot <(PoF) 5e (PoF) a@)

8 8F1 8 8Fl
= PoF P
8371 <( ) 8372) 8.’132 <( ° F) 8371 >

_O(PoF) 0F 9(PoF) 0 (PoF) O°F. R
8.1‘1 8$2 8$2 8951 8331(9262 83328.T1

wobei wir die Produktregel benutzt haben. Der letzte Summand ist nach dem
Satz von Schwarz, s. §30, gleich 0. Mit der Kettenregel erhalten wir fiir die ersten
beiden Summanden

(aP OFy 0P O0F, OP BFg) 0F,

8:51 8301 + (%2 8951 + 8.T3 8:51 6352_
(9P OF, 0P OF, | 0P OF;\ OF
8361 8:62 8562 6372 8.1'3 amg 6371
oP <6F3 oF, O0F; 6F1> B oP (8F1 oF, 8F2 8F1)
1.

- 6373 6371 8.T2 B 8:162 6371 63:1 8:52 83:1 8$2

oF ., oF _ (0F 0F, oF
o0z oz Ox1’ Oz’ Oz

n/||n|| ist der Normaleneinheitsvektor zu F (vg
Vektorprodukts ist

(6F1 oF, 6F3) dh. N =

Ora? Ox2’ Ox2

(37.5)). Nach Definition des

Sei n = (n1,n9,n3) =

oF; OF, OF; OF, oF, 0F, OF, OF;
ng = — und ns

Bxl 8:@ 83?2 8.171 - 83?1 8:@ B 8301 8.172
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und damit zusammengefasst

OF, o\ OP ap
oo (PO F) am) —ny— — ms. (38.15)

rot ((P oF)—— o, o5

T
Wegen rot H = rot (P,0,0)” = (0, gg g—i) koénnen wir (38.15) schreiben als

= ((rotH)o F) - n

rot ((P o F) — oF aFl)

PoF
8331 ( ) 8332
Wir setzen dies in (38.14) ein und erhalten schlieflich

B OF, OF,
H-dy = /Drot <(PoF) 5o (PoF) a@)m«

= /D((rotH) oF)-ndzx

= /rotH-d&z/rotH-Nda
F F

nach der Definition 37.6 des Fldchenintegrals. [ ]

oF

Beispiel 3 Sei D = {(u,v) € R? : u € [0,27], v € [0,7/2]}, r > 0 und
F:R* - R F(u,v)=(rcosucosv, rsinucosv, rsinv).

Das Flichenstiick F'(D) ist die obere Halbkugelfliche um den Ursprung mit dem
Radius r. Ein Vektorfeld H sei durch

H:R?) _>R3: H(x,y,z)=(—y,x,1),
gegeben. Der Rand 0D des Rechtecks D 1483t sich durch 4 Wege beschreiben:

Xi(t) = (¢,0) mit ¢ € [0, 27],
Xo(t) = (2m,t) mit ¢t € [0,7/2],
X3(t) = (—t,7n/2) mit te[-2m0],
X4(t) (0, —1) mit ¢ € [-7/2,0].

Die zugehorigen Parameterdarstellungen Yi(t) = F (X,C (t)), k=1,...,4, fir die
Kurve 0F (D) sind

Yi(t) = (rcost, rsint,0) mit ¢t e [0,2n],
Y5(t) = (rcost,0,rsint) mit ¢ € [0,7/2],
Y;(t) = (0,0,r) mit ¢ € [-2m,0],
Yi(t) = (rcost,0,—rsint) mit ¢ € [—n/2,0].
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X4 D X

(Man beachte, dass F(0D) nicht mit der Kreislinie in der zy-Ebene zusam-
menfillt!) Nun ist

2w . /2 .
H-dY = H(Y; -Yi(t)d H(Y, -Y5(t)d
/ o | i0) iar+ [T () T

+/0 H(Y3(1)) -Ys,(t)dt+/ H(Yy(t)) - Ya(t)dt.

—27 —7/2

Wir berechnen das erste Integral:

27 27
/ H(Yi(t) - Yi(t)dt = / (—rsint, rcost, 1) - (—rsint, rcost, 0)dt
0 0
2w
= / (r*sin®t + r® cos® t)dt = 2mr?.
0

Das dritte Integral ist wegen Y; =0 gleich 0, und das zweite und vierte Integral
heben sich gegenseitig auf (dies ist auch sofort klar, wenn man sich die Wege
Y,, Y3 und Y, ansieht). Also ist

/ H-dY = 2nr?.
AF(D)

Nach dem Satz von Stokes ist dann auch [[rot H - Ndo = 27r?, was wir zur
F(D)
Ubung nachrechnen. Zunichst ist rot H = (0,0, 2) und

N = (cosucosv,sinucosv,sinv) sowie ||F, x E,|| =r*cosw,

vgl. Beispiel 4 aus Abschnitt 37.1. Damit wird

//rotH-Ndo _ //(rotH)(F(u,v)) N (w,0) || By % By d(u, 0)
F(D) D

= //2sinv-7“2cosvd(u,v)

D
2 /2
= 7“2/ / sin 2v dv du = 27r?.
0 0
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]

Auch der Satz von Stokes 148t sich unter schwécheren Voraussetzungen zeigen

(vgl. Burg/Haf/Wille IV, S. 161). Wir vermerken noch zwei interessante Konse-
quenzen des Stokes’schen Satzes.

Folgerung 38.9 Sei B ein stickweise glall berandeter Bereich im R® und H :
B — R3 stetig differenzierbar. Dann ist

//rotH-NdazO.
OB

Kurz gesagt: Der Wirbelflufs durch eine geschlossene Fliche ist Null.

Beweis Man schneidet aus 0B ein kleines geeignetes Fliachenstiick F heraus. Auf
der verbleibenden Fliche ist nach dem Satz von Stokes

//rotH-Nda: H.dX.
oF

OB\F

Zieht man F auf einen Punkt zusammen, so geht das Integral auf der rechten
Seite gegen Null, da die Weglidnge von 0F gegen Null stebt. ]

Folgerung 38.10 (i) Sei B C R? ein stickweise glatt berandeter Bereich, der
einfach zusammenhingend (!) ist. Ferner set H : B — R? stetig differenzierbar
und erfille rot H = %—;If — % = 0. Dann besitzt H ein Potential, d.h., es gibt
eine differenzierbare Funktion ¢ : B — R mit H = V.

(ii) Sei B C R® ein stiickweise glatt berandeter Bereich, der einfach zusam-
menhdngend (!) ist. Ferner sei H : B — R® stetig differenzierbar und erfiille

rot H = 0. Dann besitzt H ein Potential.

Beweisidee Es ist zu zeigen, dass das Wegintegral fw H-dX fiir jeden geschlosse-
nen, stiickweise stetig differenzierbaren Weg W in B verschwindet. Da B einfach
zusammenhingend ist, gibt es ein Flichenstiick F in B, dessen Rand durch den
Weg W beschrieben wird. Dann liefert im dreidimensionalen Fall der Satz von

Stokes
/H-dX:/rotH-Ndaz().
w F

Im zweidimensionalen Fall benutzt man den Satz von Green. n

38.5 [Einige weitere Differential- und Integralformeln
38.5.1 Der Nabla-Operator

Der symbolische Vektor V = (a%’ a%’ %) heiflt Nabla-Operator. Formal rechnet

man mit ihm wie mit einem Vektor aus R®. In diesem Sinne ist also fiir stetig
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differenzierbare Vektorfelder V' und skalarwertige Funktionen ¢

Vo = gradyp
V-F = divF
VXxF = rotkh.

Ist das Skalarfeld ¢ zweimal stetig differenzierbar, so erhilt man
(V- V)p=V-gradp = uz + @y + sz

Der Operator

heift Laplace-Operator.

38.5.2 Mehrfache Anwendungen der Differentialoperatoren

Das Vektorfeld F' und die Funktionen ¢ seien zweimal stetig differenzierbar. Dann
gilt

divrot F = 0, (38.16)
rotgrady = 0, (38.17)
divgradp = Aep. (38.18)

Man rechnet dies mit dem Satz von Schwarz leicht nach. Die ersten beiden For-
meln besagen: Wirbelfelder sind divergenzfrei und Gradientenfelder sind wirbel-
frez.

38.5.3 Produktregeln

Die Vektorfelder F', G und die Funktionen ¢, 1 seien stetig differenzierbar. Dann
gelten z.B. die folgenden Produktregeln, die man leicht nachrechnet:

grad (py) = @grady + 1 grad o, (38.19)
div (pF) = @divF + F - grad g, (38.20)
rot (pF) = @rotF +grady x F, (38.21)

div(FxG) = G -rot F—F -rotQG. (38.22)

Weitere Beziehungen finden Sie in der Literatur.
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38.5.4 Die Greenschen Formeln

Es sei G wie im Gaufischen Integralsatz im Raum (Satz 38.3), und f,¢: G —- R
seien so oft stetig differenzierbar, wie es die folgenden Formeln verlangen. Aus
Formel (38.20) (mit F' = grad g) erhalten wir

div (fgrad g) = fAg + grad f - grad g,

wobei wir noch (38.18) benutzt haben. Integration iiber G und Anwendung des
Gaufischen Integralsatzes liefern

// ngda::—///gradf-gradgd:c—i—/ feradg- Ndo
G G oG

mit dem Aufleren Normalenvektor N an dG. Mit der Schreibweise
0
8—]% =gradg - N,

als Richtungsableitung gelangen wir zur ersten Greenschen Integralformel

// fAgdr = — // Vf- ng:c+/ f—do (38.23)

Vertauscht man hierin f mit g und subtrahiert die erhaltene Formel von (38.23),
so erhilt man die zweite Greensche Integralformel

// <f oN 9N )d"‘/// fAg—gaf)d (38.24)

Im Spezialfall g = 1 erhalten wir hieraus

//—dU—/G//Afdx. (38.25)

Man kann Raumintegrale iiber Laplacesche Differentialausdriicke Af also in
Flachenintegrale umschreiben. Die Greenschen Formeln sind auflerordentlich
wichtig beim Studium von partiellen Differentialgleichungen.

38.17



