9. Ubung zu Mathematik III fiir ET, Ldsungsvorschlag

Gruppeniibungen

G1 (Ein Randwertproblem)
Gegeben sei das folgende Randwertproblem:

y'(z) +2y'(z) +y@) =2 +1, y(0)=0, y(1)+y(1)=2 (1)

(i) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir die homogene Losung von (1).

(ii) Ermitteln Sie eine spezielle Losung von der Differentialgleichung in (1).
Hinweis: Benutzen Sie den Ansatz vom Typ der Stérfunktion.

(iii) Berechnen Sie die Matrix R der Randwertbedingungen.

(iv) Geben Sie die Gesamtlosung von (1) an.

(i)
yi(z) = e " yp(z) =ze®

(ii) Mit dem Ansatz vom Typ der Storfunktion ergibt sich
yp(z) =2 -1

(iii) Wir bestimmen die Matrix R und den Vektor 7] mit Rc = 1) :

= ( Zig(l); + (1 328 yh(1) ) - ( o ot )
)-(1)

)
_ 0 — y,(0)
(O (2—yp<1>—yﬁ<1)
y@) =yp(z)+cr-z1(z) +ez-ze(z) =z —1+cr e “+ep-ze ©

—+

—_

(iv) Die allgemeine Losung von (1) lautet

Wir miissen jetzt noch die Konstanten c¢; und ¢z bestimmen, so dass die Randbedingungen erfiillt
sind.

Es gilt det R = e~! #£ 0, also sind die Koeffizienten ¢, und cy eindeutig bestimmt:
ci=1, c=e
Damit lautet die Lésung von (1)

y(z) =z —1+e % +zel 2

G2 (Ein modifizierter Potenzreihenansatz)
Fiir A € N betrachten wir die Differentialgleichung

A
Y+ Ey' +y=0. (2)

(a) Starten Sie mit dem Ansatz y(z) = Y re, axz®**, wobei @ = 1 — A, und finden Sie ein rekursives
Bildungsgesetz fiir a.

(b) Wéihlen Sie speziell A = 0, und finden Sie eine explizite Losung von (2), die nicht verschwindet.
Verwenden Sie hierzu Thre in (a) aufgestellte Rekursionsvorschrift.



9. Ubung, Losungsvorschlag 2

H1

H2

(a) Setzt man den Ansatz in die Gleichung ein, so erhilt man mit A =1 — «

o o o
0= Z ap(a+ k) (a+k—1)zoth2 4 Z ar(a + k)z2Th 2 4 Z apz®tk
k=0 k=0 k=0

o
= Z$a+k (apt2(a+k+2)(a+k+1) +apA(a+k+2) +ag)

k=0
+ apa(a — 1)z°% + a1 (a+ Daz® " + agraz®? + aj (o + 1)z !
o0
=) ™ (agio(a+k+2)(k+2) +ag) +0+ai(a+1)z*
k=0

Koeffizientenvergleich liefert a; = 0, da o # 0 und
apz = —(a+k+2)7" (k+2)" .

Wegen A\ ¢ N wird dabei niemals durch 0 geteilt. ag ist unbestimmt. Wir wahlen ag = 1.
(b) Sei nun speziell A = 0 also o = 1. Aus der Rekursionsformel aus (a) folgt sofort fiir ungerades
k = 2j —1, dass ay = 0. Auflerdem erhalten wir as; = (—1)9m. Dies wird nun durch Induktion

gezeigt.
Der Induktionsanfang ist j = 0. In diesem Fall ist alles klar. Fiir den Induktionsschritt stellen wir fest
(=1 (=17

o =agjre=—(1+27+2)71(25 +2) tap = ——— . . =57 .
ag(jrr) = azjy2 = —(L+27+2)7(2] +2) " ay (27 +DN2 +2)(2 +3) 2 +1)+1)!

Es folgt u(x) = Zjo-io(—l)j

1 2j+1 _ _
(2]'-1-1)!3: = sSinx.

Hausiibungen

(Ansatz vom Typ der Storfunktion bei Systemen) (2 Punkte)
Wir betrachten die Differentialgleichung

u'(z) = Au(z) + (=),

wobei A eine konstante 3 x 3-Matrix ist. Die Storfunktion r habe die Form r(z) = e#*v. Dabei sei v
ein konstanter Vektor und die komplexe Zahl u kein Eigenwert von A.

Geben Sie eine allgemeine Formel fiir eine spezielle Losung des Problems an.
Hinweis: Verwenden Sie einen Ansatz der Form u(z) = e’ - c.

Wir setzen den Ansatz aus dem Hinweis in die DGL ein.
"y = u'(z) — Au(z) = X’ ¢ — A(eN - ¢) = M(X — A)e.

Damit die Differentialgleichung erfiillt ist, muss gelten A = . Weil u kein Eigenwert von A ist, ist
(u — A) invertierbar. Also konnen wir setzen ¢ := (A — A)~v. Mit der gleichen Rechnung priift man
nach, dass u(z) = e**(\ — A)~'v das Problem Iost.

(Ein Randwertproblem) (4 Punkte)
Fiir welche Zahlen v € R besitzt das Randwertproblem

4y" +y = ysin(z/2) , y(0) =0,y(2m) =1

reelle Losungen? Welche?
Hinweis: Benutzen Sie den Ansatz vom Typ der Storfunktion, um eine spezielle Lésung zu ermitteln.
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H3

Die homogene DGL hat die Lésung yg(x) = cryi1(x) + coya(z) mit y1(xz) = sin(z/2) und yo(z) =
cos(z/2). Die rechte Seite ist also Losung der homogenen DGL (Resonanzfall). Der Ansatz vom Typ
der Storfunktion bringt uns daher zu

yp(z) = Azsin(z/2) + Bz cos(z/2) ,
und A und B werden durch Einsetzen als A =0, B = —vy/4 bestimmt. Die spezielle Losung ist also

Yp(z) = —Facos(3).

Wir berechnen die Matrix mit den Randwertbedingungen

= () i) = (e i) =6 )

sowie den Vektor mit den transformierten Randwerten

T @8;) B ((1)) ) (—%%Ocos(w)) B ( . —) |

Es gilt rang R = rang (R,7) genau dann, wenn y = %, und sonst rang R < rang (R, 7). Also gibt es
fiir y = % unendlich viele Losungen, und zwar (c; beliebig, c; = 0)

y(z) = ¢ sin(§) — %J; cos(%),
wéhrend fiir vy # % keine Losung zu dem Randwertproblem existiert.

(Potenzreihenansatz) (442 Punkte)
Wir betrachten das Anfangswertproblem

@) +y*=1, y(0)=0.

Fiihren Sie fiir diese Differentialgleichung einen Potenzreihenansatz y(z) = > - ; apz™ durch.
Bestimmen Sie eine Rekursionsformel fiir die a,,.
Berechnen Sie ay, . ..,as (Nehmen Sie dabei an, dass a1 > 0 gilt).

Bestimmen Sie eine Losung des Anfangswertproblems durch Trennung der Verdnderlichen.

Al A

(Zusatzaufgabe) Finden Sie eine geschlossene Form fiir a,, und beweisen Sie diese per Induktion
mit Hilfe der Rekursionsformel aus 2.

Wir machen fiir die DGL den Potenzreihenansatz

o o
=Y apz" = (@) =) (n+Dapna™
n=0 n=0

FEingesetzt in die DGL erhalten wir

1 = ¥+ @)= (Z anavn) + ( (n+ 1)an+1x">
= n=0

= Z(Zakan k).’]) —|—Z (Z k—l—l ak+1(n—k+1)an k—|—1>
k=0

= Z (Z axOn—k + (K + 1ags1(n — k+ l)an_k+1)> z

Wegen y(0) = 0 haben wir ag = 0. Fiir n = 0 erhalten wir damit

0
1= Z(ak%—k + (k +1)ag1(0 — k+ V)ag_ g1 = ag + a?.
k=0
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Also haben wir a; = 1 oder a; = —1. Wieso erhalten wir zwei Losungen? Man sieht sofort, dass mit
y(z) auch —y(z) eine Losung von (H 3) ist. Dieses macht sich bereits bei a; bemerkbar. Im folgenden
berechnen wir den Fall a; = 1 (Der Fall a; = —1 fiihrt zu einer analogen Lisung mit umgekehrtem
Voreichen der Koeffizienten). Fiir n > 0 erhalten wir nun

n

0= Z(akan,k + (k+ Dag1(n—k+1Day gy1).
k=0

Der Koeffizient taucht in dieser Summe nur fiir Kk = 0 und k = n auf. Deswegen ziehen wir diese
Summanden aus der Summe heraus:

n—1
0 = apan—o+lai(n+1apy1 + Z(akan_k + (k+ 1Dags1(n — k+ Dap—k+1) + aoan—o + lar(n + 1)ap41
k=1
n—1
= 2(n+Dan1 + Y (artng + (k + Daggr(n — k + Dap_p11)
k=1
also
1 n—1
p41 = —m kz_l(akan_k + (k+ Dagr1(n —k+ Dap—k11)-

Mit dieser Formel rechnet man leicht nach

1
apg=0, a1 =1, a0=0, a3=—-, a4 =0, a5 = ag = 0.

1
6’ 120°
Wir erraten, dass dies die Koeflizienten der Sinus-Reihe sind und beweisen dies per Induktion. Unsere
Induktionsannahme ist
k—1
ay = (-1) =z % falls k ungerade
0 falls k gerade

fiir alle k < n.
Aus unserer Rekursionsformel folgt fiir ungerades n, dass a,+1 = 0 ist, da in diesem Fall immer k
oder n — k gerade ist und somit axa,_; = 0. Fiir gerades n folgt

B 1 : (—1)2@=1-1)(_1)3(n=2+1-1) i! (—1)z@+1=D)(_1)3(n=2+1-1)
Gl T ) ; (25 — 1)!(n — 2j + 1)! +j:1 (25)!(n — 2j)!
1 n+2 “/n n
— (V™ (kzzo BICIEE —(—1)0)
L = n S =
= —m(—l) 2 ((1-1) —1—1)—m(—1)

Und in der Tat erfiillt der Sinus unsere Differentialgleichung. (genauso wie — sin)

Durch Trennung der Verédnderlichen erhilt man die exakte Losung wie folgt. Wenn y eine Lésung
ist, so ist —y auch eine. Wir kénnen also annehmen, dass y'(0) > 0 ist. Aus der Gleichung und der
Anfangsbedingung folgt y'(0) = 1. Also gilt in einer Umgebung der 0

y=+1-9y2 = z+c dy = arcsiny.

/!
Y 1
= / ———dzr = / —_—
V1—192 V1—12
Also folgt y = sin(z + ¢). Wegen y(0) = sin(0 + ¢) = 0, kann man ¢ = 0 wéhlen, und man erhilt eine
Losung des Anfangswertproblems.



