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8. Ubung zu Mathematik III fiir ET, Lésungsvorschlag
Gruppeniibungen

(Lineares homogenes Differentialgleichungssystem)
Bestimmen Sie ein reelles Fundamentalsystem sowie die allgemeine Lésung von

10 0
y’(w)=<2 1 —2>y(w)-
3 2 1

Geben Sie auRerdem die Ldsung an, die der Anfangsbedingung y(0) = (0,1,1)7 geniigt.

Das charakteristische Polynom der Koeffizientenmatrix lautet P(\) = (1—\)(A%2 —2\+5) und deshalb hat sie die
Eigenwerte A\; = 1,23 = 1 & 2i. Die zugehdrigen Eigenvektoren sind v1 = (2,-3,2)T,vy = (0,1, —i)T,v3 = 3
mit Revs = (0,1,0)7, Imwv, = (0,0,-1)7.

Somit ist ein reelles Fundamentalsystem gegeben durch

2 0 0
yi(x)=€e"-| =3 |, ya(z) =€"-| cos2z |, ys(z) =¢€"- sin 2z
2 sin 2z —Cos 2z

und die allgemeine Lésung ist y(z) = Cry1 () + Cayz(x) + Csys(z), C1,C2,Cs € R.
Lésen des Gleichungssystems y(0) = Cyy1(0) + C2y2(0) + Csy3(0),

()0 (3] (1) (3):

ergibt C; = 0,Cy = 1,C3 = —1 und somit ist

0
y(x) = y2(x) — ys(z) = €” - ( cos 2z — sin 2z ) .

sin 2x + cos 2x

(Lineares inhomogenes System mit nichtkonstanter Matrix)
Sei das folgende lineare inhomogene Differentialgleichungssystem

() =05 7))+ (50

- . . . . -2z 1/z?
(a) Uberpriifen Sie, dass die Matrix W (z) = (¢1(z), p2(z)) = 2 1z

gegeben.

) eine Fundamentalmatrix des

zugehorigen homogenen Systems ist.

(b) Bestimmen Sie die Losung des inhomogenen Systems mit dem Anfangswert ( ::Zl( ) ) = ( -1 )
2

(a) Es gilt det W(z) = —3 # 0 und deshalb sind die Funktionen ¢, (z) = (—2z,22)T, pa(z) = (1/2%,1/z)T
linear unabhingig.
Es bleibt zu zeigen, dass W auch eine Lésungsmatrix ist. Diese muss der Matrix-Differentialgleichung

) 9 _9/m3
W'(z) = A(z)W (z) geniigen, wobei A(x) die Koeffizientenmatrix ist. Weil W (z) = ( 2; _f;; ),
kann man nachrechnen, dass die Matrix-Differentialgleichung wirklich erfiillt ist.

/02
(b) Die Matrix W ist invertierbar und es gilt W —(z) = —3 ( 1/3; 1/a

). Durch Variation der Konstan-
—z —2x

ten y(z) = W (z)W = (zo)yo + W (z) f W=L(t)r(t)dt mit g = 1, yo = (—1,0)T und r(t) = (1/t%,-1/t)T
bekommen wir

(38wl 4 2) () (2 24 (25)4]
=—%W($) [( _11 )+/1$ ( 2/1t3 )dt]
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G 3 (Potenzreihenansatz)
Lésen Sie das Anfangswertproblem
y' =2’y +1, y(0) =0,

mit Hilfe des Potenzreihenansatzes y(z) = ) a,2" fiir die Losung y.
n=0
(a) Bestimmen Sie die ersten 11 Glieder der Potenzreihe fiir y.
(b) Geben Sie eine allgemeine Formel fiir die Koeffizienten a,, n =0,1,2,3,..., an.

[e)
(a) Aus y(0) =0 folgt ag = 0. Die Potenzreihe y(x) = Y anx™ 16st die Differentialgleichung, also

n=0

o0 o0
E napz™ ' =1+ E anz™t?
n=1 n=0

Daraus folgt

a1 — 1+ 2a2x + Z (n+Dapg1 —an_2)z™ =a1 — 1+ 2a2x + Z (nap — an_3)z™ 1 =0.

n=2 n=3

Damit gilt a1 =1, 2a,=0 und an = tap_3 firn=3,4,....
Die elf gesuchten Koeffizienten dann sind

1 1

ao, a27a37a57a67a87a9:07 ai :]-7 ag = 2_87 alOZ%-

, ar =

N

(b) Mit ap = 0 aus der Anfangsbedingung, a1 = 1 und ay = 0 kénnen wir die Koeffizienten a,, explizit
bestimmen. Es gilt

1

— . agk2 =0 fiirallek=0,1,2,....
15 (3j +1)

asg =0, asp1 =
Hausiibungen

H1 (Konstante Koeffizienten) (2 Punkte)
Geben Sie die allgemeine Losung des Systems

T -2 1 =2 x
Y = 1 -2 2 Y
z 3 -3 5 z

an. Berechnen Sie die Losung, die die Anfangsbedingung (z(0), y(0), 2(0))? = (2,0, —3)7 erfiillt.

Das charakteristische Polynom der Koeffizientenmatrix ist P(A) = =A% + A2 +5A +3 = —(A =3)(A + 1)%

Ein Eigenvektor zum Eigenwert A\; = 3 ist v1 = (1,—1,—3)T. Zum doppelten Eigenwert A2 3 = —1 finden wir
zwei linear unabhéngige Eigenvektoren, etwa v = (1,1,0)7 und vs = (0,2,1)7.
Die allgemeine Losung des homogenen Systems ist daher

€T 1 1 0
Y =C1 -1 63t+02 1 6_t+03 2 e_t, C1,C5,C3 € R
z -3 0 1
2 1 1 0
Losen des Gleichungssystems 0 =C -1 +Cy| 1 +C5| 2 ergibt C; =1, Cy = 1 und
-3 -3 0 1
s = 0. Damit ist die Lésung des Anfangswertproblems
x et 4 et
y | = —e¥+e?

z —3e3t
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H2 (Variation der Konstanten) (3 Punkte)

H3

Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Systems

Yi = yptyptys+a’
Yy = y1—yatys+a’
ys = mty-ys+a’.

Hinweis: Eigenvektoren der Koeffizientenmatrix sind v; = (2,1,1)7, v, = (=1,1,1)7 und vs = (0,—1
Benutzen Sie den Ansatz y(z) = W (z)c(x), um ein Gleichungssystem fiir ¢’ zu bekommen.

7.

Y

Sei A die Koeffizientenmatrix. Dann gilt Avy = 2vy, Avs = (—1)ve und Avy = (—2)vs. Also sind \y = 2,
A2 = —1 und A3 = —2 die Eigenwerte von A. Somit bilden die Funktionen

o1 = >y, Yy = e %y und p3 = e vy
ein Fundamentalsystem des homogenen linearen Differentialgleichungssystems.

Der Ansatz y(x) = W(x)c(x) mit der Fundamentalmatrtix W(z) = (p1(z),v2(x),p3(z)) und Variation der
Konstanten liefert das Gleichungssystem der Form W (z)c'(x) = r(z)

2e% e 0 z?
e e —e 2| .d(x)=|2?
62:5 e~ ® e—2z 332
Man rechnet leicht nach, dass cj(z) = 2z%e=%%, ¢y = 3z%e® und c4(z) = 0 die eindeutige Losung des Glei-
chungssystems ist. Integration liefert
c(z) = /(—%)(—4xze*2w)dw +di = — e P(22° + 2z +1) + di,
— 1.2 z 1 xzr..2
co(z) = /ga:eda:+d2 = ze"(2° — 2z +2) + ds,
c3(z) = ds.

Damit ist y(z) = c1(x)p1(x) + ca(x)p2(x) + c3(x)ps3(z) die gesuchte Losung.
(Potenzreihenansatz) (5 Punkte)
Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme mit Hilfe eines Potenzreihenansatzes fiir die Losung y(z).

(a) Bestimmen Sie die Glieder bis zur 7. Ordnung einschlieflich fiir die Lésung des Problems y' = (z + 1)y +1,
y(—1) = 0. Geben Sie auferdem eine allgemeine Formel fiir die Koeffizienten des Potenzreihenansatzes fiir
y an.

(b) Berechnen Sie die Koeflizienten ag, a1, ...,as der Potenzreihe fiir die Lésung von
Y=y +(1-z)y—1,»y0) =1, mit —1<z<l1.

Leiten Sie daraus eine Vermutung beziiglich der Werte der Koeflizienten a,, fiir n € Ny ab. Wie lautet die
Losung, wenn Thre Vermutung richtig ist? Machen Sie die Probe.

(a) Wir gehen analog der Aufgabe G3 vor, aber diesmal ist der Anfangspunkt xo = —1. Aus Einsetzen des
Potenzreihenansatzes y = Y an(x + 1)™ in die Differentialgleichung folgt

n=0

a—1+ i(nan —ap 9)(z+1)""' =0 undsomit a; =1,a,= %an_z firn=2,3,....
n=2
Die Anfangsbedingung y(—1) = 0 liefert ag = 0. Wir bekommen die gewiinschten Koeffizienten
1 1 1
ao, G2, a4, a6 =0, a1 =1, az3=, a5:1—5, a7:ﬁ
undy(z) =z +14+3@+1)°3+ E(@+1)°+ gs(c+1)"+....
Allgemein gilt fiir die Koeffizienten a,,, n € Ny, von y = f: an(z +1)"

n=0
1

=% . furk=0,1,2,
[Tj=0(27 +1)

asp = 0 und a2k+1 =
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o0
(b) Durch Einsetzen des Potenzreihenansatzes y(x) = Y. anz"™ = ag + a17 + a2z? + azz® + ... mit

n=0
y'(z) = 3 napg™ ! = a1 + 2a2x + 3azz? + 4asx® + ... in die Differentialgleichung folgt
n=0
y'(2) = (y(@))” + (1 —2) -y(z) - 1
= a3 + 2apa1z + (2apaz + a?)z? + (2apaz + 2a1a2)z® + (2a0a4 + 2a1a3 + a3)z* + ...
+(1—2)(ag +arz+asz*+...)—1
= (ag + ag — 1) + (2apa1 + a1 — ap)z + (2apaz + a3 + as — a;)x?

+ (2apas + 2a1as + a3z — az)x® + (2a0a4 + 2a1a3 + a2 + ag — az)zt + - - -
Aus der Anfangsbedingung y(0) = 1 ergibt sich ap = 1 und durch einen Koeffizientenvergleich folgt

alzag—}—ao—l = a=1

2a3 = 2apa;1 +a1 —ay = ax=1
3a3:2a0a2+af+a2—a1 = az3=1
22 1 dag = 2apa3 + 20102 + a3 —az = ags=1

bSas = 2aga4 + 2a1a3 + ag +a4—a3 = az=1.
Aufgrund dieses Ergebnisses kénnen wir vermuten, dass

ap, =1 fiirallen eN.

In diesem Fall wére

o

1
=1 2 3 e = n_-__ f" <1
y(z) +z+zt+2°+ E x — iir |z|

Wir machen die Probe. Mit y'(z) = —ﬁ -(-1) = ﬁ folgt

V@) + (1 =2) y(0) = 1= o + (=) 1 = 1= g =)

und y(0) = 125 = 1. Damit ist

die Losung des Anfangswertproblems.



