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7. Ubung zu Mathematik III fiir ET, Losungsvorschlag
Minitest

Wieviele Anfangsbedingungen braucht man, damit die Lésung einer linearen Differentialgleichung n-ter
Ordnung eindeutig wird?

Entscheiden Sie, welche der folgenden Differentialgleichungen linear sind.

() zy'+2y°=0

() 22y + 12y +yO) = cosx

() y—e*y —e®+y® =sinz

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen richtig sind.

() Sind f und g differenzierbare Funktionen mit f(0) = ¢g(0), so sind f und ¢ linear abhingig.

() Sind f und g Losungen einer linearen Differentialgleichung 1. Ordnung und gilt f(0) = g(0), so
sind f und g linear abhéngig.

n

nein. ja. ja, wenn man auf beiden Seiten e” addiert.

Nein. z und z? sind linear unabhéngig.
Ja. f und g lassen sich durch die Formel von der Variation der Konstanten berechnen. Also gilt f = g.

Gruppeniibungen

(Eine homogene Differentialgleichung dritter Ordnung)
Bestimmen Sie die allgemeine komplexwertige und die allgemeine reellwertige Losung der Differen-
tialgleichung

ym _ 2y" + y/ — 2y =0.

Bestimmen Sie weiterhin alle reellen Lésungen, die beschrinkt sind, gegen +o0o anwachsen beziehungs-
weise gegen 0 konvergieren.

Das charakteristische Polynom lautet
A —2X XA —-2=0.

Eine erste Nullstelle erhilt man durch raten: Ay = 2. Das Polynom it sich nun zerlegen (z.B.
Polynomdivision) in (A\? + 1)(X — 2). Demzufolge lauten die zwei anderen Nullstellen Ay = i, A3 = —i.
Wir bekommen das Fundamentalsystem

y1(z) = e**, yy(z) = cosx, y3(z) = sinz
und die allgemeine (reellwertige) Losung
y(z) = c1€?® + cycosz + czsinz, ¢, ¢, ¢3 € R
Die zugehérige komplexe Lisung lautet
y(x) = c1€2® + e’ + c3e @ ¢y, co,c3 € C.

Damit die reelle Lésung y(x) beschrinkt ist, muss ¢; = 0 sein also y(z) = cacosz + cosinz. Gegen
undenlich wachsen alle Lésungen y(z) = c1€?® + c3 cos x + c3 sinz mit ¢; > 0 an. Die einzige Losung,
die fiir x — oo gegen 0 konvergiert ist die Losung y = 0.
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(Ansatz vom Typ der Stérfunktion)
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

y" — 4y" + 5y — 2y = sin (2z).

Das charakteristische Polynom lautet A3 — 4\? 4 5\ — 2. Wir suchen also A mit
A =4 +5XA-2=0.

Eine erste Nullstelle erhélt man durch Raten: \y = 1. Das Polynom Ia8t sich nun zerlegen in (\ —
1)(A%2 — 3X\ + 2). Wir erhalten die Nullstellen Ay = 2, A\3 = 1, d.h. 1 ist doppelte Nullstelle. Das
Fundamentalsystem ist gegeben durch

y1(z) = €, ya(z) = ze, y3(z) = **.

Aufgrund der Form der Stérfunktion wihlen wir als Ansatz fiir die Lésung der inhomogenen Diffe-

rentialgleichung
y(xz) = Acos (2z) + Bsin (2z).

Ableiten dieser Funktion (bis 3.Ableitung), Einsetzen und anschlieBender Koeffizientenvergleich ergibt

A= —ﬁ, B = % und wir erhalten als allgemeine Lésung der DGL

y(_j(;) = c1e° + coze® + 6362;5 + ﬁ sin (2.’1)) — ﬁ coSs (2]7)

Hausiibungen

(Homogene Differentialgleichungen n-ter Ordnung) (3 Punkte)
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichungen:

a) "=y =y —y.
b) y(4) _ 2y/// + y// —0.

Wir setzen in allen Fillen mit dem charakteristischen Polynom an. Im ersten Falle erhalten wir
das Polynom P;(\) = A3 — A2 + X — 1. Die erste Nullstelle, \ = 1, erréit man leicht, und z.B. durch
Polynomdivision erhélt man P;()\) = (A—1)(A\?+1). Das Polynom hat also eine einfache Nullstelle bei
A = 1, und je eine Nullstelle bei i und —i. Also ist das System e”, sin(z), cos(z) ein Fundamentalsystem
der DGL, und die allgemeine Losung ist von der Form

y(z) = ¢1 - €* + e sin(x) + ¢3 cos(x) .
Die zweite Gleichung besitzt das charakteristische Polynom
Ps(A) =2 —2X3 £ X2 =22 (A2 =22+ 1) = A2(\ —1)?

und hat die Funktionen 1,z,e®, ze® (man beachte e** = 1 !) als Fundamentalsystem. Die allgemeine
Losung ist hier
y(z) = c1 + oz + cze” + caze” .

(Ansatz vom Typ der Stérfunktion) (3 Punkte)
Fiir welche Zahlen r € R besitzt das Randwertproblem

4" +y=rsin(z/2),  y(0) =0,y(2m) =1

reelle Losungen? Welche?
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Das charakteristische Polynom lautet 4\?> + 1 = 0 und hat die Losungen \; = 1/2 -4, A\p = —1/2 -4
Die homogene DGL hat die Losung yyg(z) = ¢y sin(z/2) + co cos(z/2) ; die rechte Seite ist also Lésung
der homogenen DGL (Resonanzfall). Der Ansatz vom Typ der rechten Seite bringt uns daher zu

yp(z) = Azsin(z/2) + Bz cos(z/2) ,

und A und B werden durch Einsetzen als A = 0, B = —r /4 bestimmt. Die allgemeine Lisung ist also

y(x) = ¢y sin(z/2) + co cos(z/2) — r/4x cos(z/2) .

Nun betrachten wir die Randbedingungen: y(0) = 0 sorgt fiir co = 0, und y(2r) = 1 liefert die Bedin-
gung 7©r/2 = 1, also existieren Losungen genau dann, wenn r = 2/7, und dann sind alle Funktionen
der Form

y(z) = c1 sin(z/2) — %mcos(w/Q)

Lésungen des Randwertproblems.

H3 (Eine Eulersche Differentialgleichung) (3 Punkte)

(a)

b)

c)
(a)

b)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Eulerschen Differentialgleichung
z?y" — Tzy' + 15y =0, z > 0.

Geben Sie die Losung an, die die Anfangsbedingungen y(1) = 0, y'(1) = —2 erfiillt.
Geben Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung z2y"” — 7zy’ 4+ 15y = 1 an.

Mit dem Ansatz x = e, u(t) = y(e') erhilt man

(t),
'(t),
"(t) — u'(2).

y()
y'(z)z
yll (iE).’I,‘Z

u
u
u

FEingesetzt in die DGL ergibt dies die Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
(%) u” (t) — 8u'(t) + 15u(t) = 0.

Das charakteristische Polynom ist P(A\) = A2 — 8\ + 15 = (A — 3)(A — 5). Die allgemeine Losung
von (%) ist also u(t) = c1e® + coe™, c1,co € R Riicksubstitution ergibt y(z) = c12® + cox® mit
c1,c0 €R.

Mit den Anfangsbedingungen ergibt sich das LGS

(33)(2)-(%)

mit ¢; = 1, co = —1 als Losung. Somit ist

y(z) = 2° —2°

die Lésung des AWP.

Offenbar I6st die konstante Funktion yp = 11—5 die gegebene Differentialgleichung. Die allgemeine
Lésung setzt sich dann aus der allgemeinen homogenen Lésung und dieser speziellen Lésung
zusammen: y(z) = c1x> + cox® + 11—5 mit ¢1,c9 € R.



