6. Ubung zu Mathematik III fiir ET, Lésungsvorschlag

Minitest

T1 Gegeben sei die Differentialgleichung

L(y) := an(@)y™ (2) + an-1(2)y ") (@) + ... + ao(2)y(z) = b()

mit stetigen a; und a,(z) # 0 fir alle z € (a,b). Dann gilt:

( w ) Die Losungen y1,y2, ..., Yn der zugehérigen homogenen Differentialgleichung bilden genau dann ein Funda-
mentalsystem, wenn det W (z) # 0 fiir ein z € (a,b) gilt.

( w ) Die Losungen y1,y2, ..., yn der zugehorigen homogenen Differentialgleichung bilden genau dann ein Funda-
mentalsystem, wenn det W (z) # 0 fiir alle z € (a,b) gilt.

( w) Die Losungen y,,, Yn—1, ..., y1 der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung bilden genau dann ein Fun-
damentalsystem, wenn det W (z) # 0 fiir alle z € (a,b) gilt.

T2 Essei F': R® - R", F(z) = z. Berechnen Sie div F'. Es gilt div F' = 0.

T3

G2

Das Vektorfeld F' und die skalarwertige Funktion ¢ seien zweimal stetig differenzierbar in R®. Welche der
folgenden Aussagen sind wahr?

(w) divV(p) = Ay,

(f) rotgrade = divrot F,

(f) rot(pF)=F -grade.

Gruppeniibungen
Losung durch die Umkehrfunktion
Lésen Sie das Anfangswertproblem
=T ) =1
V=Y

Hinweis: Schreiben Sie das Problem zu einem Anfangswertproblem in z(y) um.

Die Differentialgleichung y'(x) = f(z,y) kann man zu z'(y) = 7t ; m umformen, wenn f(z,y) # 0. Also ergibt
sich hier fiir ¢ > 0 das Anfangswertproblem

o =z+yzrl z(1)=1.

Das ist eine Bernoulli’sche Differentialgleichung. Mit der Substitution z(y) = (x(y))? ergibt sich das dquivalente
Problem

2’ =22+2y, 2(1) = 1.
Variation der Konstanten fiihrt auf
2 2 Y 2t 2 2 2y _ L1 o 2 1 90 9 a1
z(y) = e (e~ +/ 2te”*'dt) = eV (e * —ye~ y—§ef Y+e +5e ) = ¢ (= )_y_ﬁ'
1

Riicksubstituieren ergibt

5 1
;L-(y) = \/562(?!1) -y — 5

Linear unabhingige Funktionen

Betrachten Sie die Funktionen f1 : I = R, fi(z) =z und f2:I - R, fo(z) = |z|

(a) auf dem Intervall I = [0, 1] und
(b) auf dem Intervall I =[—1,1].

Sind fy, fo linear unabhéngig?

Auf dem Intervall [0,1] ist fi = fa, also sind die Funktionen linear abhéngig. Auf dem Intervall [—1,1] impliziert
A f1(z) + Aafa(x) = 0 Vo € [—1,1] zum Beispiel fir t =1 und z = —1, dass Ay + A2 = 0 und =\ + Ay = 0,
also Ay = A2 = 0. Die Wronski-Determinante kénnen wir nicht berechnen, weil fy in 0 nicht differenzierbar ist.
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G 3 Fundamentalsystem

H1

H2

Wir betrachten die Differentialgleichung

y//_$+2y/+g
T T

=0.

a) Welche der folgenden Funktionspaare bilden ein Fundamentalsystem dieser Gleichung?
g
(i) yi(z) =€e*(z - 2), ya(z) =32 +6.
(i) y1(2) = e*(z - 2), 1(z) =2 —3.
(ii) y1(z) = e*(xz —2), ya(x) =4+ 2z — 2€* + xe®.
(b) Bestimmen Sie nun eine Losung der obigen Gleichung, die den Anfangsbedingungen y(2) = 8, 3'(2) = 2+¢2
geniigt.

(a) Wir berechnen die Wronski-Determinanten:

det( zig:f; 33:;6 ) =€ [3(z—2)— (32 +6)(z — 1)] #0,

o Rt N

det( ew(a:—2) 44 2 — 2e” + ze

ef(w—1) 2-2€ + (z+1)e? ) =e” - [(z—2)2+ (z—1)e") — (z — 1)(4 + 2z — 2e” + ze”)] # 0,

wobei es schon geniigt, wenn die Determinante fiir ein x > 0 nicht 0 ist, im letzten Fall zum Beispiel fiir
2 = 1. Also sind alle Paare linear unabhingig, und es ist nur fraglich, ob sie Losungen der DGL sind.
Dies ldsst sich leicht nachrechnen: Das erste Paar ist ein Fundamentalsystem, das zweite nicht, das dritte
hingegen schon.

(b) Wir setzen mit dem dem ersten Paar die allgemeine Losung an:
y=ce”(x —2) + c2(3z + 6),

die Bedingung y(2) = 8 liefert ¢ = 2/3, die Bedingung y'(2) = 2 + €? ergibt dann ¢; = 1. Die Lisung
lautet also
y=¢e"(x—2)+ 2z +4).

Hausiibungen

Konstante Koeffizienten

Losen Sie das Anfangswertproblem
y" +2y" =Ty +4y =0, y(0) = 0, y(0) = 3, 4" (0) = 5.
Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung ist
p(A) = A+ 207 —7TA+ 4.

Es hat die Nullstellen 1,1, —4. Daraus ergibt sich das Fundamentalsystem e®, xe®,e *®. Die allgemeine Lésung
ist also

y(x) = age® + ayre® + aze™*®.
Einsetzen der Anfangswerte fiihrt auf die Gleichungen ag + as = 0,a9 + a1 — 4as = 3,a9 + 2a; + 16ay = 5.
Daraus folgt ag = 5=,a1 = 22,a, = —2, also ist die gesuchte Losung y(z) = 5= + 224ze” — e,

Lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung
Gegeben sei die Differentialgleichung
-y’ —(z+1)-y' +y=0.
(a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung mit Hilfe der speziellen Losung y; (z) = €®.

(b) Geben Sie eine Losung an, die die Anfangswerte y(1) = —1, 3'(1) = 2 annimmt.



6. Ubung, Losungsvorschlag 3

(a) Mit dem Ansatz y(x) = v(z) - y1(z) = v(z) - e folgt y'(x) = v'(x) - €® + v(z) - €* und
y'(x) = 0" (z) - ® + 20'(x) - e* + v(x) - €. Einsetzen in die urspriingliche DGL ergibt

ze®v" (z) + (x — 1)e*v'(z) = 0.

Mit der Substitution z = v' erhilt man die lineare homogene DGL

z'=z-<1—1>
T

z2(z)=c-ze” %, ceR

mit allgemeiner Lsg.

Integration liefert
v(izg)=—c-e " (z+1)+d, c¢,deR

Multiplikation mit yq(x) ergibt
y@)=—c-(1+z)+d-e".

(b) Es ergeben sich die Gleichungen

—2-c+d-e=-1
—c+d-e=2.

Man erhélt ¢ =3 und d = 5/e, also
y(x) = =3 — 3z + 5¢° L.

H3 Wronski-Determinante

Geben Sie ein Fundamentalsystem fiir die Differentialgleichung
y" () =sinz

an. Berechnen Sie die allgemeine Losung des inhomogenen Systems mit Hilfe der Variation der Konstanten.

Das zugehérige charakteristische Polynom ist A3 = 0. Daraus ergibt sich die dreifache Nullstelle A\ = 0. Also

1 z z?
ist y1 = 1,y2 = x,y3 = 22 ein Fundamentalsystem mit der Wronski-Matrix W (z) = 0 1 2z |. Die
0 0 2

Determinante ist det W (z) = 2. Der Variation der Konstanten-Ansatz ist y = v1y1 + vaya + vsys. Um die v; zu
berechnen, Iésen wir das Gleichungssystem

1 z 2° v} 0
01 2z vy | = 0
0 0 2 A sinz
Es ergibt sich v{ = a?sinz — 12?sinz = La?sinz, v) = —zsinz, vj = Lsinz. Die Stammfunktionen sind
v = —%xz cosx + xsinx + cosz + ki, vo = xcosr — sinx + kg, vz = —% cosx + k3. Daraus ergibt sich fiir die
allgemeine Lisung
_ 1, . 2 . 1, 2
y = —§$ cosx + xsinz + cosx + ky + x” cosx — xzsinz + kax — 5;1: cost + ksx

= cosz + ki + ko + ks,



