5. Ubung zu Mathematik III fiir ET, Ldsungsvorschlag

Gruppeniibungen
G1 (Lipschitz—Stetigkeit)
Priifen Sie, ob die Funktionen
fl(w,y) = w2y2
fo(x “Vly
f3(w y) + 1y |

G2

Lipschitz—stetig sind beziiglich y in den Bereichen
R={(z,y) : —-1<z2<1,-1<y<1}
und

S={(z,y) : -1<z<1l,yeR}.

f1 ldsst sich nach y stetig differenzieren mit (f1)y(z,y) = 2x%y. Das ist beschréinkt auf R. Also sind
nach Satz 3.1 fi auf R Lipschitz-stetig. Auf S ist fi nicht Lipschitz stetig, denn fa(1,y) — f2(1,0) =
f2(1,y) = y? kann man nicht fiir alle y > 0 durch ein Vielfaches von y abschéitzen.

fo ist weder auf R noch auf S Lipschitz stetig. Denn sei x = l und Yy = 4y1. Dann gilt

fa(z,y2) — folz,y1) 1 /4yi] — \/Iyl |y poo,

Y2 — Y1 16 4y, — © 16 - 3y;
Also kann es keine Konstante L geben mit || fa(z,y2) — fg(:v, y1)ll < Llly2 — 1]l

f3 ist nicht differenzierbar auf R, S, sodaf# wir hier direkt rechnen miissen: Fiir f3 haben wir

|f3(z,91) = fa(z,92)| = [(z + |y1]) = (2 + |w2)[ = [(J92] = [g2)] < [y1 — 2l -

(Die letzte Ungleichung folgt leicht durch Fallunterscheidung, oder durch Betrachtung der Betrags—
Funktion). Also ist fs Lipschitz—stetig auf R und S.

Funktion | Lipschitz in R | Lipschitz in S
fi Ja Nein
fo Nein Nein
f3 Ja Ja

(Methode der sukzessiven Approximation)
Wir betrachten das Anfangswertproblem 3’ = z -y, y(0) = 1.

(a) Berechnen Sie die exakte Losung.

(b) Berechnen Sie 3 Ndherungslosungen (sukzessive Approximation) mit yo = y(0) = 1. Vergleichen
Sie die gefundene Approximation mit der exakten Losung aus (a).

/Y da:—/a:dx

(a) Es gilt

)_ c- 61/250
Wegen y(0) =1 folgt ¢ = 1.
(b) Die Iteration ist gegeben durch
X
puira) = / (@) dt =)+ [t gm0
0 2
1 1
R SR
Y2 + 290 + 8:c
1 1 1
y3 = 1+ —z?+ 2zt 4+ —af.
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Die exakte Liésung ist durch y = e2e’ gegeben und die Nidherungslosungen sind gerade die Partial-
summen der exakten Losung
19 o0 $2k
1.2
" =D o
k=0

wobei die Reihendarstellung der Exponentialfunktion verwendet wurde.

G 3 (Spezielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung)

(a) Losen Sie das Anfangswertproblem
y'+y =z+2, y(0)=0,9(0)=2
(b) Loésen Sie das Anfangswertproblem

y'=e¥, y(0)=0, y(0)=v2.

(a) Hier tritt y nicht explizit auf, also Substitution z = y'. Man erhilt eine lineare Differenzialglei-
chung 1. Ordnung,

!

Z =—z+4+x+ 2.

Variation der Konstanten ergibt
T
z(x)e ™ [2 + / (t+2)et dt] =z+1+e”
0

Mittels Integration erhidlt man nun

mit y(0) = 0 folgt d = 1, also

1
y(z) = §m2+w+1 —e ~

(b) Wir nutzen den Energietrick. Die DGL ist dquivalent zu
2y =2y - ¥,

was sich wiederum umschreiben ldsst zu

o
oz

() = %21’(1/),

wobei F(y) eine Stammfunktion von f(y) = €Y ist, also
(y)? = 2¢¥ + d.

Wegen 1/ (0) = +/2 und y(0) = 0 folgt 2 = 2¢° + d, also d = 0. Da y'(0) = v/2 > 0, folgt also

v =2 e¥?
und durch Trennung der Verdnderlichen erhdlt man mittels —5% = —%
e2
e*y/2 — _i +c ,

V2

also
y=—2In(c — z/V?2) .
Die Anfangsbedingung y(0) = 0 sorgt nun noch fiir ¢ = 1.
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Hausiibungen

H1 (Satz von Picard—Lindel6f) (3 Punkte)
Fiir das Anfangswertproblem

y =2 +y’r—y®, y(0)=0,

zeige man mittels des Satzes von Picard-Lindel6f, dass genau eine Losung auf dem Intervall J =
[—1/3,1/3] existiert. Man nutze weiter das Iterationsverfahren mit der Startfunktion up(z) = 0 und
bestimme us.

Hinweis: Untersuchen Sie die Funktion f(z,y) = z? + y2z — y® auf dem Rechteck R = {(z,y) € R? :

|=], [y| <1}

Zunéchst ist die Funktion f(z,y) = 2% + y?z — y* auf dem Rechteck R = {(z,y) : |z|,|y| < 1}
stetig nach y differenzierbar und fy(z,y) = 2zy — 3y? ist beschriankt auf R. Nun miissen wir M =
maxp |f(z,y)| berechnen. Dazu schitzen wir zunédchst ab:

|f(z,y)| = 2% + 2y® — | < |2°| + |zy?| + |v°] < 3

(mit |z| < 1 ist auch z.B. |z%| < 1), also ist M < 3. Dann kénnen wir noch z = 1,y = —1 einsetzen,
und erhalten f(1,—1) = 1+1—(—1) = 3, also ist M = 3. (Man kann dies auch durch Kurvendiskussion
verifizieren). Damit ist « = min{1,1/3} = 1/3, und also existiert nach dem Satz von Picard—Lindelsf
eine eindeutige Losung im Intervall [-1/3,1/3]. Nun berechnen wir iterativ u, durch die im Satz 3.3
angegebene Formel: ug = 0, und

ui(z) = O+/0$f(t,u0(t)) dt = /:R dt = éx?’ ;

und
up(z) = /0 £t (1) dt

z 1 1
= P+t 0 at
/0 *9 27

_ 1 3 1 8 1 10
= 3T TR T a”

H2 (Spezielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung) (4 Punkte)

(a) Berechnen Sie die allgemeine Losung der Differenzialgleichung
2
-y —y +==0.
x
(b) Losen Sie das Anfangswertproblem
vy +1=0, y(1) =y'(1) =1.

(a) Durch die Substitution y' = z und Auflésen nach z' erhilt man

,  Z 2
7 ==-=.
Tz z2

Variation der Konstanten ergibt
1 2 1
z(z) = |z| (c+/1 n <_t_2> dt) = ;+c-a:, ceR

y(w):ln($)+c-%+d, x>0, c,deR

Somit folgt
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(b) Wir nutzen den Energietrick. Wir schreiben die DGL um:
y// -1 /y3 ’

und multiplizieren mit 2y', um
2y =2y (-1/9°)

zu erhalten. Dies ergibt nun

0, 19 0
T2 =22F
5 ¥ ) =25 Fy)
wobei F(y) eine Stammfunktion von f(y) = —y% ist, und also
1
/) = —+d

Wegen y'(1) = y(1) = 1 folgt d = 0, und wegen der positiven 1. Ableitung bei 1 ist y' > 0, also
folgt
y =1/y.

Und Trennung der Variablen ergibt wegen yy' = 1, also %yQ =z +gc,

y=+v2zx+2c, day(l)>0;

wéhrend die Anfangsbedingung y(1) = 1 noch fiir ¢ = —% sorgt, also y = v/2z — 1.

H3 (Reduktion der Ordnung) (3 Punkte)

Es soll die Differentialgleichung 23" — zy/ +y = 0 auf I = (0, 00) gelost werden.

1. Raten Sie eine Losung y; der Differentialgleichung.

2. Bestimmen Sie durch Reduktion der Ordnung eine zweite, von y; linear unabhingige Losung der
Differentialgleichung.

1. y1(z) = = ist eine Losung.
2. Wir machen den Ansatz y = zu, also ist y' = u + zu' und y" = 2u' + zu". Das wird in die DGL
eingesetzt und wir erhalten
2y —ay +y=0 & 2?2u +2u") — z(u+ zu) + zu=0
e ' +d'(22% —2?) =0
& u'z+u =0 wegen z > 0.

Die Substitution v = v’ liefert die DGL v’z + v = 0. Mit Trennung der Variablen erhilt man

1 1
lnvz/—:——:—lnx.
v x

Es folgt v(z) = % und somit v = Inz, also yo = xInz. Man rechnet nach, dass ys die DGL
erfiillt. Dass yo unabhdngig von vy ist, ist klar.



