4. Ubung zu Mathematik III fiir ET, Ldsungsvorschlag
Gruppeniibungen

G1 Noch ein Integralsatz I

Zeigen Sie fiir den Normalbereich Q = (0,1) x (0,1) und die Funktionen f,g : Q@ — R, f(z,y) = = + y und
g(z,y) = e®siny, die Beziehung

/Vf Vgd(z,y) + / f—da—O
indem Sie beide Integrale ausrechnen. Wie folgt diese Aussage aus der 1. Green’schen Integralformel?

Wir parametrisieren den Rand von Q durch die Wege x1(t) = (t,0)T,z2(t) = (1,8)T,23(t) = (1 —¢,1)T und
z4(t) = (0,1 — t)T, wobei t immer iiber [0,1] liuft. Die zugehdrigen Normalen sind

N; =(0,-1), N, = (1,0), N3 = (0,1), N, = (-1, 0).

Die Integrale sind

1,1
- / / (1,1)T - (e® siny, e® cos y) T dzdy
0o Jo

1,1
— / / e” siny+e® cosy dxdy
o Jo

1

= —/(siny+cosy)(e—1)dy
0

= —(e—1)(1+sinl—cosl)

—/ Vf-Vgd(z,y)
Q

1 1 1
f % da = / t(—etCOSO)dt-l-/ (1+t)(esint)dt+/ (2 —t)(e' "t cos1)dt
0 0 0

+ /1(1 —t)(—€%sin(1 — t))dt

= —[te’ — €'l +e[sint — cost — tcost]g — cos 1[(1 — t)e!~¢]g — [(1 — t) cos(1 — t) — sin(1 —t)]}
—1+e(sinl —2cosl+1)+ecosl+ (cosl—sinl)
= —(1—cosl+sinl)+e(sinl—cosl+1).

Also ist
/Vf Vgd(z,y) / f—da—O

Die Funktion g ist wegen Ag = %% + a—y% = e”siny — e siny = 0 harmonisch. Also gilt mit der Green’schen
Integralformel

- [Vr-Vodwy)+ [ 15%dr= [ 1agdy.z) o
Q
G2 Anfangswertprobleme
1. Losen Sie das Anfangswertproblem
y'(@) = (y+z+1)% y0)=0.

Hinweis: Verwenden Sie eine geeignete Substitution.

2. Losen Sie das Anfangswertproblem

y' = ycos(z) + z2e¥" % y(0) = 5.
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1. Wir verwenden die Substitution u(z) := x + y + 1 und erhalten das dquivalente Problem

u'(2) =1+y'(2) = 1+u’(2),u(0) =y(0) + 1 =1.

du
/m-/da’-

x + ¢ = arctan(u).

Durch Trennung der Variablen ergibt sich

Das ist fiir alle ¢ € R dquivalent zu

Die allgemeine Losung ist also
u(z) = tan(z + ¢)

und
y(z) = —z +u(r) — 1 = —z + tan(x + arctan(1)) — 1

ist eine Losung des Anfangswertproblems aus der Aufgabenstellung auf dem Intervall (=%, 7).

2. Mit der Formel fiir die Variation der Konstanten ergibt sich

y = esinz(‘sesino + /OE t2esintefsintdt) — esinm(5+ %373)

G 3 Bernoulli’sche Gleichung

Losen Sie das Anfangswertproblem
v =y+a’yt, y(0) = 1.

Wir substituieren z(x) = (y(x)) 2 und erhalten so die lineare Differentialgleichung
2! = =32+ (=3)2?, 2(0) = 1.
Variation der Konstanten ergibt fiir dieses Problem

2

e 2 2
z = e (1 +/ (=3)t?edt) = e73%(1 — 22e>™ + ~xe3® — 232 4 1)
o 3 9 9
11 2 2
= 36_3:6 -2+ 377y

_ 1
T 3/11,-8z_ 2,2, 2
\/96 zo+3z—3

Die Riicktransformation ergibt y(z) = (z(x))

Hausiibungen

H1 Noch ein Integralsatz 1T

Es seien ) ein Normalbereich in R® und F,G : Q — R® stetig differenzierbare Vektorfelder. Beweisen Sie den
Integralsatz

/ G -rotFd(z,y,2) = / F -rotGd(z,y,2) +/ (F x @) -Ndo.
Q Q 80
Wegen der Beziehung (38.22) aus dem Skript gilt
/ G -rotFd(z,y,2) = / F -rotGd(z,y,z) — / div(F x Q) d(z,y, 2).
Q Q Q

Auf das zweite Integral auf der rechten Seite konnen wir den Gaufs’schen Integralsatz anwenden, weil auch F' x G
ein stetig differenzierbares Vektorfeld ist. Die Behauptung folgt.
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H2

H3

Riccati’sche Gleichung

Losen Sie das Anfangswertproblem

2

! 2

Yy =y —m—272/(1)—0-

Hinweis: Raten Sie zuerst eine spezielle Losung, die der Anfangsbedingung nicht geniigt.

Eine geratene Losung ist u(z) = i, denn v/(z) = —25 = 5 — 5. Es gilt aber u(1) = 1. Die zugehdrige
Bernoulli’sche Gleichung ist

v' = v+ 0k
T

Mit der Substitution 2(z) = ;i fiihrt das auf die lineare Differentialgleichung

2
=—=z-1
T

Die Losung z ergibt sich durch Variation der Konstanten,

r 1 1 1 c+1 =z
—21n 2Int 3
z(x)=e w(c—/l e dt)——mz(c—gx +§)— 52 T3
Riickeinsetzen ergibt v(z) = 57— +3f2_z3 . Die allgemeine Losung fiir das Problem aus der Aufgabenstellung ist also

1 322
y(z) =ul@) +o(z) = o+ 37505

Die spezielle Losung ergibt sich aus y(1) = 1+ 2. Alsoist ¢ = —1 und y(z) = L + 32

z —2—z3"

Integrierender Faktor

Bestimmen Sie einen integrierenden Faktor fiir die Differentialgleichung
(zy” —y*)de + (1 —2y’)dy = 0

und bestimmen Sie die allgemeine Losung dieser Gleichung.
Hinweis: Der integrierende Faktor p sollte als Funktion nur von y, u = u(y), gewahlt werden.

Wir setzen = u(y) an. Nach der Formel (11) in Kapitel 2 miissen wir p so bestimmen, dass
—fow =1fy = ga] - s

also
(° —zy® )’ = 22y — 3y° +9°) - .
Das ergibt
By = ——.

Y
Eine Losung fiir diese DGL ist u(y) = y—2. Durch Multiplikation mit u erhalten wir die exakte DGL

(z —y)dz + (1/y* — 2)dy = 0.

Fiir das Potential u gilt
z v q 1 1
U(-’E,y):/f—ydf-f—/ —anz—xz—ajy——-pl‘
0 1 7N 2 Y

Dabei ist zu beachten, dass die obige exakte Differentialgleichung nur auf einem Rechteck, das die x— Achse
nicht enthilt, gelést werden kann. Die allgemeine Losung ist implizit gegeben durch u(z,y) = c. Auflésen nach

x ergibt
+ ./ 2
x(y):y—2y2+§+2c.



