3. Ubung zu Mathematik III fiir ET, Ldsungsvorschlag

Gruppeniibungen

G1 (Noch ein Integralsatz)
Es seien u : R? — R und ¢ : R® — R stetig differenzierbar. Sei auBerdem G C R? ein C!-
Normalbereich. Zeigen Sie mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes die Formel

/G//(divu)( dz—//q’) ng—/// da.

Nach (38.20) gilt (div u)(z)¢(z) = div (¢u)(z) —u(z) - Vé(x). Wir integrieren diese Gleichung iiber G
und wenden den Gaufischen Integralsatz an. Dann erhalten wir

/ / (div ) (z) $(z) dz = / / div (¢(z)u(z)) dz — / / / w(z) - V() d
G
s v s
G2 (Der Integralsatz von Stokes)

Sei H(z,y,z) = (—y%, 2%, —2%) ein Vektorfeld. Sei Y : R — R3 die Schnittkurve des Zylinders 2 +y? =
1 mit der Ebene z + y + z = 1. Der Weg Y beschreibe den Rand 0§ der Fliche S. Bestimmen Sie

H-dYy
as

mit Hilfe des Integralsatzes von Stokes.
Die Parametrisierung der Fliche S ist
F:K >R, F(z,y) = (z,y,1 —z — y)7T,
mit K = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1}. Damit ist
Fy(z,y) = (1,0,-1)7,  Fy(z,y) = (0,1,-1)"

und auflerdem

rotH(z,y,z) = (0,0, 3z% + 332)7.
Es gilt gemifB des Integralsatzes von Stokes

/65 H-dy = // rotH - (Fyp(z,y) x Fy(z,y))d(z,y)
K

= // 3(z* + y?)d(z,y).
K

Nach Transformation in Polarkoordinaten folgt

27
// (z* + y°) ,y—3/ / ridrdg = 3r.

G 3 (Trennung der Verinderlichen)
Finden Sie alle Losungen der Differentialgleichung
1+z
Y+ 7( )y =0.
x
Losen Sie dann das Anfangswertproblem g’ + (Hw)y = 0, y(1) = 1 und geben Sie das maximale
Existenzintervall der Lésung an.
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Wir nutzen den Ansatz der Trennung der Verédnderlichen

mit g(z) = —(1:@. D.h. % =-1- 1 und

Inly|=—-In|z| —z+¢, ceR

Also ist
ec_|$| ce_|$|

y) = =

oder y(z) = K %lm‘ mit einer Konstanten K € R. Nach Einsetzen der Anfangswertbedingung folgt
¢ =1 oder K = e. Das ist eine Losung fiir alle z €]0, oo].

Hausiibungen
H1 (Potential, Rotation) (3 Punkte)
(i) Sei D = {(z1,z2) € R\ {0}, 22 + 23 < 1} und

1

||f||2 ’ (_372;-771)Ta z= ($1’$2)T7 D(f) =D

f:]R2\{0}—)]R2, f(.’El,iL‘Q) =

ein Vektorfeld auf R?. Zeigen Sie, dass fiir f gilt

oh _ 0f
8.772 8.’131 '
(ii) Besitzt f ein Potential? Uberpriifen Sie dazu, ob Wegintegrale iiber geschlossene Kurven gleich
0 sind.
(i)
of1 _ 0 2 2\—1
Oz - Oz ( T2 (zl +$2) )
_ 3 —af
[|(]*
Ofs _ 0 2, 2)-1
0r1 Oz (£U1 (21 +23) )
_ 73 — 2 _ %
llz[|* Oz

(ii) Fiir X (t) = (cost,sint), t € [0, 2] gilt

27
/ fodX = / FX(1) - X(£)dt = 27 0.
aD 0
Somit besitzt f kein Potential.

Das Problem ist, dass D kein Normalbereich ist, weil es ein ,,Loch” hat.

H2 (Der Integralsatz von Stokes) (4 Punkte)
Sei @ : [0,27] x [0, %] — R3 definiert durch

®(u,v) = (cosu - cosv,sinu - cos v, sinv) T

und sei F die durch ® gegebene Fliche. Der Weg Y : R — R3 beschreibe den Rand 0F der Fliche
F. Weiterhin sei die Funktion

H: R 5 R® gegeben durch H(z,y,2) = (y, 22, 2% + 9?).
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(i) Skizzieren Sie die Fliche F.

(ii) Berechnen Sie

H-dYy
oF

unter Verwendung des Integralsatzes von Stokes.

(iii) Sei nun D = {(u,v) € R* : uw € [0,2n], v € [0, %]} und X : R — R? der Weg, der den Rand 0D
von D beschreibt. Berechnen Sie das Wegintegral

H . dY.
@(X)

(ii) Wir berechnen das Integral [, rotH do. Es gilt
(rotH)(z,y, 2) = (2y, —2z, 2z — 1)7,

Oy (u,v) = (—sinwu - cos v, cosu - cos v, 0)”

®,(u,v) = (— cosu - sinv, —sinu - sinw, cos v)

und somit

/f rot H - dé = /0 " /0 T Ot (@ () - (B (1, ) X By (o1, 0)) o

2 pw/2
= / / (2 cos® vsinu cos u — 2 cos® v cos usinu
o Jo

+ 2cos usinv cos? v — cos v sinv)dvdu

= —T.

(iii) Die Menge D ist ein Rechteck, welches durch vier Teilwege begrenzt wird.

X, (t) = (t,007,  telo0,27]
Xo(t) = 2m, )T,  te[0,7/2]
X3(t) = 2r —t,w/2)T,  t€[0,2n]
X4(t) = (0,7/2 -t)T,  te0,7/2]

Damit ergibt sich fiir Yy (t) :== ®(Xy)(t), k=1, ...,4

) = (cost,sint,0)T, t € [0,2n]
) = (cost,0,sint)T, t€[0,7/2]

)=(0,0,1)F,  tel0,2n]

) = (cos (7/2 — t),0,sin (7/2 — t))T, t e 0,m/2].

Es folgt
/ H.dv = / " HV0) Vi)t + / " BVt V()
3(X) 0 0

] /2 ]
[T HM@) - Valtde + / H(Y (1)) - Ya(t)de
0 0

2m 2m w2 w/2
= / cos tdt — / sin? tdt + / cos tdt — / cos3(m/2 — t)dt
0 0 0 0

=-7
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H3

H4

(Trennung der Verénderlichen) (3 Punkte)
Finden Sie die Losung des folgenden Anfangswertproblems, und geben Sie den maximalen Existenz-
bereich der Losung an.

y'=1-19% y(1) =0.

Hinweis: Bei der Integration empfiehlt es sich, auf Partialbruchzerlegung zuriickzugreifen.

Wir benutzen die Methode der Trennung der Verédnderlichen mit g(z) = 1. Demnach gilt

!/

=1

1—y?

und es folgt unter Verwendung von Partialbruchzerlegung

x—i—c—/ldx—/ /(1 y)(Hy)dx

:%(—ln\l—y\+ln|1+y|+c)
%ln‘H’y

Also gilt
e2(z+c) 41 e2(z+e) _q
’y(.T) = m oder y(.T) = m

Damit die Anfangsbedinung erfiillt ist, muss der Zahler an der Stelle 1 verschwinden. Das ist bei der

ersten Losung aber nicht mdglich. Also kommt nur die zweite Losung mit ¢ = —1 in Frage. Die Losung
2(z—1) _1q
e
y(iU) - ( ,1) 4+ 1

ist auf gesamt R definiert.

(Zusatzaufgabe: Energierhaltung bei stationéiren Strémungen) (4 Punkte)
Eine zeitlich konstante Stromung einer Fliissigkeit mit konstanter Viskositit v in einem Stémungsge-
biet G kann mit den stationiren Navier-Stokes-Gleichungen,

—vAu+u-Vu+Vp =f aufG,
divu =0 aufQG, (1)
u =0 auf 4G,

beschrieben werden. Dabei ist u : G — R? das Geschwindigkeitsfeld der Strémung, p : G — R der
Druck und f : G — R3 eine gegebene Kraftdichte. Sei genauer G ein C'-Normalbereich und f ein
stetiges Vektorfeld. Seien auBerdem u zweimal und p einmal stetig differenzierbar auf G, so dass (1)
erfiillt ist. Dabei sind alle Ableitungen komponentenweise zu verstehen. Das heifit z.B.

Vu1
Vu = V’U,Q
V’u,g

Zeigen Sie

—[[fgAu-wdz = [[[; |Vul*dz = [[[, im1 L1 (Giu)? de,
) [[foVp-udz =0,
3) [[fu-Vu-uds=— [[[u-Vu-udz=0.
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V/G/ |Vu|2d:c:/G/ fudz.

Das heifit, die Energie, die durch die Reibung der Fliissigkeitsteilchen aneinander vernichtet wird,
ist gleich der durch die duflere Kraft f aufgebrachten Arbeit.

(4) Folgern Sie die Gleichung

(1) Wegen u|gg = 0 gilt nach der Greenschen Integralformel

3 3 3
_Z///Aululdx:Z// Vui-VuidmZZ// (Opu;)? dez.
i=1 G i=1 G k=1 G

(2) Wegen u|sg = 0 und divu = 0 folgt aus G 1

// Vp-udx:—///pdivudxzo.
G G

(3) Partielles Integrieren liefert

///u Vu-uds = Z///ukakuju]dx

J.k=1
:—Z///u] (9kuku]) dx
8kuk)u1+uk(akuj)
:—Z///ukaku]u]dw—Z/// Zakukdx
7,k=1

_dlv u=0

— [[[wvu-ua.

Daraus folgt sofort [[[u-Vu-udz =0.
(4) Multipliziert man (1) mit v und integriert iiber G, so erhilt man

—u//GAu-uda:—l—///G(u-Vu)-udm—l—//G(Vp)-udz:/Gf-udm.

Verwendet man nun (1) — (3), so folgt

u//G|Vu|2dx://Gf-udac.



