2. Ubung zu Mathematik III fiir ET, Losungsvorschlag
Gruppeniibungen
G1 (Divergenz)

1. Die Funktion f : R? — R? sei gegeben durch f(x,y) = (y,expz)?. Berechnen Sie die Divergenz von f.

2. Die Abbildung g : D C R?® — R3 sei auf dem Gebiet D = {(z,y,2)T € R3 : 22 + y? + 22 < 1} gegeben
durch g(z,y, z) = (x,cos z, 2%)T. Berechnen Sie die Divergenz von g.

3. Es sei ¢ : D — R gegeben durch ¢(x,y, z) = xy. Berechnen Sie div(pg).

1. Die Divergenz von f ist div(f) : R? — R, divf(z,y) =0+ 0= 0.
2. Die Divergenz von g ist div(g) : D — R mit divg(z,y,2) = 1 + 322.

) :
3. Nach Slmpt Seite 38.2 gilt div(pg) = @div(g)+grade-g. Wegen gradp(x,y, 2) = (y,z,0)T ist div(pg)(z,y,2) =
2xy + 3zyz? + x cos 2.

G2 (Green’scher Integralsatz)
Sei G = {(z,4)T €R?:0< 2 <1,0<y <1} und f(z,5) = (~ expy, zy + 1)7

1. Berechnen Sie [, f-dX mit Hilfe des Green’schen Integralsatzes.

2. Berechnen Sie nun das Integral aus dem ersten Aufgabenteil als Wegintegral und vergleichen Sie Ihre
Ergebnisse. Bestimmen Sie dazu eine geeignete Parametrisierung von 0G.

1. Nach dem Green’schen Integralsatz ist [, f - dX = [,rotf(z,y)d(z,y). Also gilt

/f-dX = //y+expydydx
le

/[211 +expylp de
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2. Wir laufen auf dem Intervall [0, 4] nacheinander die Kanten des Quadrats ab und erhalten so X : [0,4] — R?
w(t) = (£,0),0<t <1

mit X (t) = xEt; Elf;ii’;iiig . Damit gilt
()= (0.4—1),3<t<4
/ fodX = / P () aios () + Falw(t)yia(t) dt + / Fr(@ () () + fo(e(6))da(t) dt
oG
- /fl B+ foly(D)a(t dt+/ AW + fa(2(6)a(t) dt
= _/o 1dt—&—/1 tdt—i—/2 edt—/3 1dt

G3 (GauR’scher Integralsatz)

Berechnen Sie fé)K F - Ndo fiir den Kreiszylinder K := {(z,y,2) € R® : 22 + > < R2,0< 2 < H},R,H > 0,
und das Vektorfeld
F: K —R3 (z,y,2) — (x2,9z,3).

Nach dem Gauk’schen Integralsatz gilt [y, F - Ndo = [, divF(z,y,z)d(z,y,z). Mit Zylinderkoordinaten

erhalten wir
R 21 pH
/ F-Ndo = / / / r2z dzdpdr
oK o Jo Jo

TH?R2.
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Hausiibungen

H1 (partielle Integration)
Es sei B1(0) die Kugel um 0 mit Radius 1. Bestimmen Sie das Integral

xT

—(z+y+2)(
/191(0) J1— 22—

Hinweis: Verwenden Sie [w?V/1 — w? dw = —%(¥/1—w?)? + {(wV/1 — w? + arcsinw).

9 2 — 2 —y2 - 22 T, 2
y2_22>d<xW>/Bl(o)@*y*%xW“ V=) d(a,y, 2).

Wir setzen f : B1(0) — R, (z,y,2)T = 2 +y+ 2z und g : B1(0) — R, (z,y,2)T — /(1 — a2 —y2 —22). Mit
partieller Integration erhalten wir dann

o
/ (+y+2)+ (VA —22—y2—22)d(z,y,2) = — (1 =22 —y2—22)d(z,y,2)
B1(0) Oz B1(0)

+/ (f9)(x,y, z)N, do.
8B1(0)

Da g auf 0B1(0) konstant den Wert 0 annimmt, ist in Polarkoordinaten

27T
[ wrre g m e = [ [ [ s Vi) g
B1(0) Oz =
Hinweis —/ /2 (coscp)( ) dpdi
o J-z 16
_
o 4

H2 (Green’scher Integralsatz)
Essei G = {(z,y)T € R? : 2?2 <y,y?> <z} und f: G — R?, (z,9)T — (v + 92, 2% — 2zy)T.

1. Berechnen sie |, oc [+ dX mit Hilfe des Green’schen Integralsatzes.

2. Bestimmen Sie nun das Integral aus dem ersten Aufgabenteil als Wegintegral und vergleichen Sie.

1. Nach dem Green’schen Integralsatz ist [, f - dX = [, rotf(z,y)d(z,y). Also gilt

1,z
f-dX = / / 2x — 4y dydx
oG 0 Ja2
1
= / 20z — 2x — 22° + 2z*dx

0
4 1 2
= [5x3 —2? - 51‘44— 5x5](1)
3
=

2. Um O0G zu parametrisieren wéihlen wir die Wege x : [0,1] — R? x(t) = (¢,¢*)T und y : [1,2] — R?,y(t) =

N2 9T . . 9 . _f z(®),0<t<1
((2—1t)%,2—1t)*. Esist also X : [0,2] = R mti(t)—{ (1<t <2
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Dann ist

frdX = / Fr(@ ()1 () + ol (6))da(t)dt + / Fr )i (8) + Faly()ia(t)dt

oG

1 2
= / tHtt2t(t? — 2t3)dt + / —42 -t — (2 —-t)* —2(1 —t)*)at
0 1

1 2
= / —3t* 4+ 263 + tdt + / —2(2—1t)3 - (2—t)%at
0 1

3 1 1 1 1

S T IR ) 22— (2 )72
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H3 (Gauft’scher Integralsatz)

Es sei G := {(z,9,2)T € R® : 22 + y?> < R%|z| < b}, R,b > 0, und das Vektorfeld V : G — R3 sei durch
V(x,y,z) = e*(y,x +1,0)T gegeben. Verifizieren Sie den Gauf’schen Integralsatz fiir V und G, indem Sie das
Oberflachenintegral und das Volumenintegral berechnen.

Wir kénnen OG in 3 Oberflichen Sy, S2, S3 zerlegen (die Mantelfliche und die zwei Deckel) mit
Si = {(z,y,2) €R3: (x,y, 2) = (acosu,asinu,v),u € [0,2r],v € [~b,b]},
Sy = {(z,y,2) € R®: (2,9, 2) = (vcosu,vsinu, —b),u € [0,27],v € [0,a]},
Ss = {(z,y,2) € R®: (2,9, 2) = (vcosu,vsinu,b),u € [0,27],v € [0,a]}.
Dazu gibt es die Normalenvektoren
Ny (u,v) = (cosu,sinu,0), Na(u,v) = (0,0, —1), N3(u,v) = (0,0,1).
Daraus folgt

/ V.Ndo = V~N1do+/ V- Nado + V. N3do
oG S1 Sa Ss

27 b
= / / aexpv(asinu,a(cosu + sinu), 0)(cos u, sinu, 0) dvdu
o J-b
2m a
+/ / exp(—b)(vsinu, v(cosu + sinw), 0)(0,0, —1) dvdu
o Jo
2m a
+/ / exp b(v sinu, v(cosu + sinu), 0)(0,0, 1) dvdu
o Jo
27 b
= a/ / exp v(2a cos usinu 4 a cos® u) dvdu
0o J-b

2m
= a/ (2asinu cos u + a cos? u)(exp b — exp(—b)) du
0

= a(expb — exp(—b))[asin® u + g(sinucos u + u)]3"

= 7a®(expb — exp(—b)).
Andererseits gilt

/divV(w,yvz)d(fcvy,Z) = /expzd(xvy,Z)
G G

a 27 b
/ / / rexp z dzdpdr
o Jo J-b

= (epr—exp(—b))?w/ rdr
0

= mwa*(expb — exp(—b)).



