13. Ubung zu Mathematik III fiir ET, Lisungsvorschlag
Gruppeniibungen

G1 (Konvergenzbereiche von Laurentreihen)
Zerlegen Sie die folgenden Laurentreihen in Haupt-und Reguldrteil. Bestimmen und skizzieren Sie die Konver-
genzbereiche von Haupt- und Reguldrteil sowie den der Laurentreihe als Ganzes.

(@) X2 o ?’
(b) 32 K~Vlz mit einem K > 0

j=—o0

(a) Der Hauptteil Zj_:lfoo 27 der Reihe kongergiert fiir |2| > 1. Der Reglérteil 3572 27 konvergiert fiir |z| < 1.
Also konvergiert die ganze Laurentreihe nirgendwo.

(b) Der Hauptteil Zj;l_oo K~Hlzi =372, K=1791273 konvergiert, falls {/|K~1=l|2|~7| = 7 < 1, also falls

z > L. Der Regulirteil konvergiert, falls VK ~lilzi = % < 1, also falls |z| < K. Also konvergiert die
gesamte Reihe nirgendwo, falls % > K, also, falls K < 1. Ansonsten konvergiert die Laurentreihe in dem
Ring + < |z| < K.

G2 (Klassifizieren der isolierten Singularititen)
Bestimmen und klassifizieren Sie die Singularitdten der folgenden holomorphen Funktionen (definiert auf dem
jeweils naheliegenden Definitionsbereich):

(a) gz) =

25

(a) 0 ist die einzige Singularitét. Sie ist ein Pol der Ordnung 5, denn f(z) = 25 + 5 + ;-
(b) 0 ist die einzige Singularitét. Sie ist hebbar, da

1 [ n 2" — 22N & np1_ 20
12 =3 (Z(_l) @n)! _1> = 2 (D" g = L)

n=0 n=1 n=0

fiir z # 0 und daher lim,_,o f(z) = —1.
(c) 0 ist die einzige Singularitédt von h. Wegen

— (=D)F —(2k+1
he) =2 (2(k+)1)!z e

n=0

handelt es sich um eine wesentliche Singularitét.

G 3 (Laurentreihenentwicklung)
Gegeben sei die Funktion f: C\{1,3} — C mit

Entwickeln Sie die Funktion f in den drei Ringgebieten
R :={2€C:0<|2|<1}, Ry:={2€C:1<|2|/<3}, R3:={2€C:|z|]>3}

in eine Laurentreihe.
Hinweis: Partialbruchzerlegung, geometrische Reihe.

2 _ 1 ; : . i
f(2) = 55535 = 15 + 75, Weiter mit der geometrischen Reihe:

o fiir 0 < |z| < 1ist & = > 77, 2" und
1o 1 _ 1 1 _ 1N\ kE_ 00 k
z—3 83—z  31-%2 " 3 2i=0(5)" = = 2Xk=o 5FFT5
somit f(2) = Y peo(1 — ze7)2" fiir 2 € Ry,
die Laurentreihe ist also gleich der Potenzreihenentwicklung von f um 0.




ST = 73 () = - X ()
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1 _ 1.1 _ _ 1
1-z = z1-1 z1-1

o fiir 1 < |z| ist
fiir|z|<3istﬁ:—zz°03kﬁ (so),
-1
)z +Z 3k+1z fiir z € R».

2 (=

somit f(z)
k=—o0
ot Regulartell

Hauptteil
2 Do (D)F

e fiir = ; 1y =

und fiir 1 < |Z| Ek 0( )k+1 (SO)

= Ez‘;o( )zk1+1 = E_oo(3 ot
Hausiibungen

v

Zk 0 z’“+1

2" fiir 2 € R3.

somit f(z)

(Residuum)
L2
sin 2
%ZQ ) f2( )

Berechnen Sie die Residuen der folgenden Funktionen in den isolierten Singularitédten
1
fl(Z)_Z3— =28 sz_2

H1

1 p—

z
0
In 0 hat f1(z) eine hebbare Singularitit, da
sinz?
lim =

(a) fi(z) hat zwei Singularititen in den Punkten z =0, z =7 /4
(a) z=
il—% hiz) = ll—m 22 =0z 1%

deshalb Res f1(0)
w7

(b) z=m7/4
lim fl( )

z—= 4
deshalb hat f1(z) in w/4 einen Pol der Ordnung 1. Dann
™ 16 . w2
- Z)) = 3 sin e

Resfl(g) = ZEI,?M (fr(2)(
1

(b) f2(z) hat die Laurent-Reihe im Entwicklungspunkt O
1 B 1
- .. ) =z - ﬁ W -

1 1
_ 3t 1
hal2) =2 (z2 3126 © 51410
_1

0 ist eine wesentliche Singularitidt und Res f2(0) = 0, der Koeffizient vor z

H2 (Residuensitze)

Berechnen Sie die folgenden Integrale

e? 2m eiw 0o 1
(@) /|z:1 sin z * (“)/0 5+4cosx v (¢id) [W (22 +1)2 z
2
1
ad 4y (v) / —dz
|z|=1 |2

] —d
(iv) /0 e
Schreiben Sie das Integral als komplexes Wegintegral einer geeigneten Funktion langs des

d.h. es folgt aus (7) im Buch auf Seite 195, dass

Hinweise: zu (ii)
0

se: ii):
Weges v : [0,27] = C : t — e; zu (iv): Symmetrie!
(i) Auf B;(0) ist zo = 0 eine einfache Polstelle von z — £,
¢ _

eZ
0) = cos0

Res(—,
sin z

dz = 2mi - Res( ,0) = 2mi.
sin z

Somit gilt
/Z =1 Sln ¥4
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(ii)

27 el 27 el 1 27 iei®
—dz = - ——dr = - - ——dx
o O+4cosz 0o S+2(em+ei®)y iJo 5+2(e”®+ei®)g

:1/2” 7 (@) x:l/;dzzl/ S S
iJo 5+2(v(@) + 53) i Jy5+2(z+1) i Jizj=1 B2+ 222 +2

Nennernullstellen sind —2 und —% (beide einfach).

Die Polstelle z = —2 der Funktion z — 5 152>— liegt nicht in B1(0),

2 1 -1 1
Res(—————~,— = —2 ,
(2(z+2)(z+§) 27 2(-1+2 6

somit

2m i
e 1 z 1 1 m
7(1 = — 7(1 = — .21 (—=) = ——.
/0 5+dcosa i/|z|_1 e yat = (g =

(iii) f(z) == (1+1Z2)2 = (z—i)21(2+i)2’ daher sind i und —i Polstellen 2. Ordnung. Nach dem Residuensatz gilt
dann

o 1 . . T
/Oo 7(302 T 1)2da: = 27i - Res(f,i) = 5

wobei nach (8) im Buch auf Seite 195

1

d (=0 Gopeme _ -2 i
) = 1 —_— = = ——
Res(f,i) = lim 2 1! (i+i)P 4
. [e's) 2 1 [ 2 . . 22 . jm 8m ;5m jIm
(iv) J, rdr =3 1o sir7dz aus Symmetriegriinden. f(z) = ;7 hat die Polstellene's,e"s, ¢g's , "1
Im(-)<0 Im(-)<0

(alle einfach). Wir berechnen also die Residuen der Singularititen in der oberen Halbebene:

L+i, V2 —1+i,  —iv2
ﬁ)_4(1+i)’ Res(f, /2 )_4(1+i)‘

Res(f,

Es ergibt sich

2 1 [ g2 1 ' . e -
‘/0 .Z'4+]_d$: 5/_00 m4+1dfl§': 52777/(R€8(f,e 4)+R€3(f,6 4 )): ﬁ

(v) z — |17| ist auf C\{0} nicht holomorph, weshalb der Residuensatz nicht anwendbar ist. Es gilt aber

1 T jeit
—dz = / —dt = 0.
/|z|=1 |2 0 1



