12. Ubung zu Mathematik III fiir ET, Lisungsvorschlag

Die korrigierten Hausiibungen dieses Ubungsblattes kénnen nicht mehr in den Ubungen zuriick-
gegeben werden. Sie kénnen sie in den iiblichen Sprechstunden der Tutoren abholen.
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Gruppeniibungen

(Cauchysche Integralformel)
Berechnen Sie das folgende Integral mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel.

I:/ sinz. dz.
|z|=2 Z+1

Die Funktion sin z ist in ganz C holomorph. Die einfache Nullstelle zo := —i des Nenners liegt im Inneren des
Integrationsweges {|z| = 2}. Die Cauchysche Integralformel liefert daher

-1
I =2misin (—i) = 2 S 5 fe =m(e —1/e) = 2msinh 1.

(Cauchyscher Integralsatz und Cauchysche Integralformel)
Berechnen Sie die folgenden Kurvenintegrale mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes oder der Cauchyschen

Integralformel
2

ez
¢ s i=1,2
/;{122—6’2(12,7) b ,37
mit
(i) Ki={2€C: z2(t) =2+¢€%, t€0,2n]},
(i) Ko ={2€C: 2(t) =2+ 3e', t € [0,27]},
(iii) K3 ={z€C: 2(t) =2+ 5e¥, t € [0,27]}.

22
(i) Die Funktion _f— ist holomorph in einer Umgebung von {z € C: |z — 2| < 1} und z(t) ist geschlossen.

Deshalb ist nach dem Cauchyschen Integralsatz
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(ii) Im Inneren von {z € C : |z — 2| < 3} liegt nur eine Nullstelle des Nenners z = 0. In diesem Fall gilt nach
der Cauchyschen Integralformel
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(iii) Im Inneren von {z € C: |z — 2| < 5} liegen zwei Nullstellen des Nenners z = 0, z = 6. In diesem Fall

betrachten wir zunidchst die Partialbruchzerlegung des Ausdrucks ﬁ

1 A B

22—6z 2-6 2’
d.h. A=1/6 und B = —1/6. Nun kénnen wir das Integral mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel berechnen,

2 2 2

z 1 z 1 z
/ 26 dzz—/ c dz——/ € dz
Ky 2% — 62 6 Jg, 2—6 6 /K, 2
1 - 1 - i
— 91 [ Ze? _ T p2 _ 2 36 _ 1).
m (66 6 6 o) =3 1)
(Maximum einer Funktion)
Gegeben sei die Funktion f : C — C, f(z) = | — 4 + 6z — 2?|. Bestimmen Sie z, € C, so dass
F(z0) = masx 1 (2)

mit G ={2€C: |z-3| <1}.
Hinweis: Benutzen Sie das Maximumprinzip.



12. Ubung, Lésungsvorschlag 2

Da G ein einfach zusammenhingendes Gebiet und f auf G holomorph ist, folgt mit dem Satz vom Maximum,
dass zg auf der Kurve .
K={2€C: 2(t) =3+e",t€[0,2n]}

liegt. Nun gilt

| —4462(t) — z(t)’]" =| -4+ 6(3+€") — (3+€")?)?
=| — 4418+ 6ett — 9 — et _ezit|2
=15 — ¥ |?> = |5 — cos (2t) — isin (2t)|?
= (5 — cos (2t))? + sin® (2t)
=25 —10cos (2t) + 1 = 26 — 10 cos (2t).

Dieser Ausdruck wird maximal, wenn cos (2t) = —1, also fiir t = /2 und t = 3w /2. Wir haben demnach zwei
Losungen fiir zg. Das Maximum wird an den Stellen

3+ €% =3+ cos(n/2) +isin(n/2) =3+
und .
3+eB™/2 =3 4 cos (3m/2) +isin(37/2) =3 —i
angenommen und hat den Wert f(z) = v/36 = 6.

Hausiibungen

H1 (Cauchysche Integralformel) (3 Punkte)
Berechnen Sie das Integral

ze?
2/2—4“’
c?+

wobei C' eine positiv orientierte Kreislinie mit Mittelpunkt 2¢ und Radius 2 ist.

Es gilt

z z

ze® ze _ z€f 1
2244 (242i)(z—=20)) z+2i z2—2’

ze”
2421

wobei nur die Nullstelle 2¢ des Nenners im Inneren der Kreislinie liegt und die Funktion
Umgebung von {z € C: |z — 2i| < 2} ist. Deshalb liefert die Cauchysche Integralformel

holomorph in einer

z z

ze . ze
dz = 2mi

= . = 7(tcos2 — sin 2).
/Cz—{-Zi 2 —2 pn v MU in2)

H2 (Cauchysche Integralformel) (3 Punkte)
Berechnen Sie das folgende Integral mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel.

e*/z
dz.
/lz—3/2|=1 (z—1)3

Die Funktion f(z) := e*/z ist in C\{0}, also in einer Umgebung der abgeschlossenen Scheibe {|z — 3/2| < 1},
holomorph. Es ist

e e* e 2e* 2e*
T 2

fl(z) = p, und f”(z):;__g

z
Also liefert die Cauchysche Integralformel fiir die zweite Ableitung

z 1"
/ LI PP Y O N,
|z—3/2|=1
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H3 (Cauchysche Integralformel) (4 Punkte)
Gegeben sei die Kurve K durch die Parametrisierung

W : o(t) = 2sint — 2isin2t, t € [0, 2n].

(i) Skizzieren Sie ¢(t) in der komplexen Ebene und deuten Sie durch mehrere Pfeilen die Orientierung der
Kurve K an.
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(ii) Berechnen Sie mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel das Kurvenintegral

1
/Kzz——ldz

Hinweis: Beachten Sie die Parametrisierung der Kurve K und benutzen Sie die Eigenschaften des Wegin-
tegrals.

(i) Die Abbildung ¢(t), t € [0,2r], beschreibt eine ,liegende Acht”, die nacheinander die Punkte 0 (fiir t = 0),
V2 —2i (fir t = w/4), 2 (fiir t = 7/2), /2 + 2i (fiir t = 37/4), 0 (fiir t = w), —/2 — 2i (fiir t = 57/4), —2
(fir t = 37/2), —V/2 + 2i (fiir t = Tw/4) und O (fiir t = 2rr) durchliuft. Der Teil der Kurve K in der rechten
Halbebene (fiir t € [0,7]) ist deshalb positiv orientiert und der Teil in der linken negativ (fiir t € [, 27]).

(ii) Um die Cauchysche Integralformel anwenden zu konnen, teilen wir zuerst die Kurve K in zwei geschlossene,
positiv orientierte, glatte und doppelpunktfreie Kurven K; und K>, die den Teilen der Kurve K in der rechten
bzw. linken Halbebene (hier bis auf Orientierung) entsprechen. Fiir den Weg W erhalten wir daher

W=W;, o (—WQ),

wobei W1: ¢(t), t € [0,7], und Wy: @37 —t), t € [m,2n], die Parametrisierungen von K; und K, sind. Nun
benutzen wir die Eigenschaften des Wegintegrals, und zwar

1 1 1 1 1
/ 5 dz:/ 5 dz:/ 5 dz:/ 5 dz+/ 2—dz
K < —]. WZ —]. W1G9(7W2)Z —]. le —]. 7W2Z —].

1 1 1 1
By QR S ST S
le_l sz_l Klz_l ng_l

Die Nullstellen des Nenners von 221_1 = (z—1)1(z+1 sind £1, davon liegt 1 im Innengebiet von K; und —1 im
Innengebiet von K». Die Cauchysche Integralformel liefert daher

1 1/(z+1) 1/(z=1) o1
— dz= 4= dz- ————dz=2
/Kz2_1dz /K1 po— dz /Kz o dz mz+1

= 2m.
z=-—1

— 27
z=1 7mz—l




