11. Ubung zu Mathematik III fiir ET, Lisungsvorschlag
Gruppeniibungen

G1 Komplexe Differenzierbarkeit

Geben Sie den Bereich D an, auf dem die folgenden Funktionen f; : D C C — C holomorph sind, und berechnen
Sie die komplexe Ableitung.

1. fi(z) = E,‘;"Zo%(z — 24)k,

2. fa(z) = ﬁhzﬂ

1. Es gilt lim,, o ‘(k:;f‘ = 1. Nach dem Quotientenkriterium hat die Potenzreihe den Konvergenzradius
1. Die Funktion ist also auf der offenen Kreisscheibe um 2i mit Radius 1, D = {z € C : |z — 2i| < 1},
holomorph und hat die Ableitung 2 +(z — 2i)*~1.

2. Die Nullstellen des Nenners der rationalen Funktion sind 1 und —i. Im Gebiet aufserhalb dieser beiden
Punkte ist die Funktion holomorph und hat nach der Quotientenregel die Ableitung

2Z2+(i-1Dz—i—2z+@G—-1)(z+1) —22-2(z+i)+1

(22 +2(i — 1)z —4)2 (2 +0)2(z—1)2

G2 Cauchy-Riemann

Untersuchen Sie mit Hilfe der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen, ob die folgenden Funktionen f; :
D C C — C holomorph sind. Wenn ja, geben Sie einen moglichst grofsen Bereich D und die erste Ableitung an.

1. fi(z) =sin(iz),
2. fa(z) =|
3. f3(z) = 2% —iz.

2l

1. Wir verwenden das Additionstheorem fiir die komplexe Sinusfunktion, um sie in Real- und Imaginérteil zu

zerlegen,
sin(iz) = sin(iz —y) = sin(iz) cos(y) + sin(y) cos(ix)
1 1
= (e —e%)cos(y) +sin(y)5 (e +e”)

= gsinh(z) cos(y) — sin(y) cosh(x).

Die Funktionen u(z,y) = —sin(y) cosh(z) und v(z,y) = sinh(z) cos(y) sind iiberall partiell differenzierbar
und haben die partiellen Ableitungen u,(z,y) = — sin(y) sinh(z),u, (z,y) = — cos(y) cosh(z) und v, (z,y) =
cos(y) cosh(z), vy(z,y) = —sin(y) sinh(z), also sind die Cauchy-Riemann’schen DGLn erfiillt, D = C und
f1(z) = —sin(y) sinh(z) + 7 cos(y) cosh(z).

2. Der Imaginirteil der Betragsfunktion ist 0 und der Realteil ist gegeben durch u(zx,y) = \/x? + y2. Diese
Funktion ist nur in 0 nicht partiell differenzierbar. Uberall sonst ergeben sich die stetigen partiellen

Ableitungen ug(z,y) = \/z:Ty? # 0 und uy(z,y) = \/ngy? # 0. Die Betragsfunktion ist also nicht
holomorph.

3. Die Funktion lisst sich zerlegen in f3(x +iy) = x® — 3y?z +y +i(3z%y —y> —z). Der Real- und Imaginérteil
u bzw. v sind jeweils iiberall stetig partiell differenzierbar mit den Ableitungen u,(z,y) = 32> — 3y?,
uy(z,y) = —6yz + 1 und vy (z,y) = 6zy — 1, vy(z,y) = 32> — 3y?, die Cauchy-Riemann’schen DGLn sind
also erfiillt, D = C und f4(z) = 322 — .

G 3 Komplexe WegintegralZe
Sei f:C—C, f(z) ==ze*".

1. Berechnen Sie mit Hilfe einer Stammfunktion das Wegintegral

/ f(z)dz, 1=1,2,3
Wi

entlang der folgenden Wege
(a) Wi ist gegeben durch die Parametrisierung z(t) = —i + e®,t € [T, 137],
(b) W verlduft entlang der Geraden y = —it, t € [0, 2].
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2. Berechnen Sie fiir den Weg W, das Wegintegral unter Verwendung geeigneter reeller Integrale.

1. Die Funktion F : C —» C,F(2) = %ez2 ist eine Stammfunktion von f auf C. Fiir die Wegintegrale ergibt
sich also

f(z)dz = (2)dz = F(=2i) — F(0) = = (e™* — 1).
Wi

f
Wa
2. Es gilt
ze” = (z +iy) exp ((z + iy)?)
= exp (2% — y?)(z cos (2zy) — y sin (2zy)) + i exp (z® — y*)(y cos (2zy) + = sin (2zy)),

also

u(z,y) = exp (¢” — y*)(z cos (2zy) — ysin (2zy)),
v(z,y) = exp (2% — y?)(y cos (2zy) + z sin (2zy)).

Weiterhin gilt

Also ist

Hausiibungen

H1 Komplexe Differenzierbarkeit (4 Punkte)

Untersuchen Sie mit Hilfe der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen, ob die folgenden drei Funktionen
fi : D C C — C holomorph sind.

L fim) =%, D=C\o,
2. fo(z) =coshz = 2(e* +e*), D=C,
3. f3(2)=i(z—2)—i(2+%), D=C

1. Zuerst zerlegen wir die Funktion in Real- und Imaginérteil,

1 72 2?—y?  2xy

—=—= —i—.

2 1 1 1

27l 2| ||

2 2
Die Funktionen u(z,y) = % und v(z,y) = (w;f_iz% sind aufer in Q stetig partiell differenzierbar mit
. . 2., 2y 2" 2 5.3 2 _ 2,2y 2,2

den partiellen Ableitungen ug(z,y) = 222 +(1v;2)+;f)(3$ v) — égﬁ;w)g , uy(z,y) = 2y(z ?w%lyé)ys(x v) —
a2 53 oz 4y?) 4822 2 " 503 Coa(z2+u?)+8zy> 25,3 .
S (o) — R A 10y — b sl i sing

auch die Cauchy-Riemann’schen DGLn erfiillt und f; ist in D holomorph.
2. Die Funktion cosh z ist gegeben durch
1 . : 1 .. _ -
S(€W ke ) = J(e"(cos(y) +isin(y)) +e " (cos(~y) +isin(~y)))
1 1 .
= i(e”” + e %) cos(y) + zi(ez — e ) sin(y)
= cosh(z) cos(y) + isinh(z) sin(y).

Der Real- und Imaginérteil sind also jeweils stetig partiell differenzierbar und man rechnet leicht nach, dass
die Cauchy-Riemann’schen DGLn erfiillt sind.

3. Der Realteil der Funktion ist u(z,y) = 2y und der Imaginérteil ist v(z,y) = —2z. Die Funktionen sind
stetig partiell differenzierbar und die Cauchy-Riemann’schen DGLn sind erfiillt.
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H2

H3

Erginzung zu einer holomorphen Funktion (2 Punkte)
Wir betrachten die Funktion

uw: R 5 R, u(z,y) =22 -6y’ + 22 —9y? —y firz,y e R

Bestimmen Sie alle Funktionen v: R — R derart, dass f: C — C holomorph ist, wobei f(z) = u(z,y) +iv(z,y).
Geben Sie f als Funktion von z an.

Es sei v: R2 — R eine stetig differenzierbare Funktion. Damit u + v holomorph ist, miissen die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen

0 o .

6—Z<x,y) = So(@y) =62’ — 6y’ + 2 (1)
0 0

o(@y) = —6—Z(m,y)=12wy+2y+1 (2)

erfiillt sein. Betrachten wir fiir festes = die stetig differenzierbare Funktion y — v(z,y), so ist aufgrund des
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung (??) genau dann erfiillt, wenn

Yo
v(z,y) = v(z,0) + a—;(m,t) dt = v(z,0) + 62y — 2y° + 23y .
0
Es muss also v(z,y) = w(z) + 622y — 2y> + 2zy gelten, wobei w(x) := v(z,0) stetig differenzierbar ist. Nun ist
Gleichung (?7?) genau dann erfiillt, wenn
w'(z) + 122y + 2y = 120y + 2y + 1 fiir alle 7,y € R.

Dies ist dquivalent zu w'(x) = 1 fiir alle x € R, also w(xz) = x + C mit einer Konstanten C' € R. Die mdglichen
Funktionen v sind also genau diejenigen der Gestalt

v(z,y) = = + 62y — 2y° + 20y + C  fiir alle 2,y € R,
wobei C' € R beliebig ist.

Zusammensetzen ergibt u + iv(z,y) = 22° — 6xy® + 22 —y% —y +i(z + 622y — 2y> + 2xy + C). Das kann man
auch schreiben als f(z) = 22° + 22 + iz +iC.

Komplexe Wegintegrale (4 Punkte)
Sei g: C — C, g(2) = 3iz? — 4z + 5i eine komplexwertige Funktion und W der Weg auf dem Einheitskreis im
ersten Quadranten in positiver Richtung.

1. Berechnen Sie das Wegintegral mit Hilfe einer Stammfunktion.

2. Berechnen Sie das Wegintegral mit Hilfe von reellen Integralen.

3. Wir betrachten nun den geschlossenen Weg Y, der den Viertel-Einheitskreis im ersten Quadranten ein-
schliefft und aus dem Weg W und Geradenstiicken auf der — und y— Achse besteht.
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(a) Schreiben Sie das Wegintegral [, g(z)dz erst wieder als Summe von zwei reellen Integralen und dann
mit Hilfe der Integralsitze von Green und Gauss in zwei reelle Flichenintegrale um. Welchen Wert
nimmt das Integral an?

(b) Berechnen Sie das Wegintegral mit einer der Methoden aus 1. oder 2.
1. Die Funktion G(z) = iz® — 222 + 5iz ist auf C eine Stammfunktion von g. Das Wegintegral hat also den
Wert
/ 9(2)dz = G@E) — G(1) =i —2i® + 5i> — i + 2 — 5i = —6i.
w

2. Der Real- bzw. Imaginirteil von g sind u(z,y) = —6xy — 4z bzw. v(z,y) = 3z? — 3y? — 4y + 5. Fiir den
Weg gilt W (t) = z(t) +iy(t) = cost +isint. Also ist das Wegintegral

3
/ g9(z)dz = / (—u(cost,sint) sint — v(cost,sint) cost) dt
w 0

[NIE]

+i / (—v(cost,sint)sint + u(cost,sint) cost) dt
0

s
2

= / (6costsin®t + 4 costsint — 3cos® t + 3sin’ t cost + 4sintcost — 5cost) dt
0

2
+i/ (—6cos’tsint — 4 cos®t — 3cos® tsint + 3sin®t + 4sin®t — 5sint) dt
0
z
= /(9costsin2t+8costsint—3cos3t—5cost)dt
0

5
+i / (=9 cos® tsint — 4(cos? t — sin® t) + 3sin®t — 5sint) dt
0

= [3sin3t+4sin2t—25in3t—3cos2tsint—5sint]0%
+i[3cos®t — 4 costsint — 2cos® t — 3sin® t cost + 5 cost]g
= 34+4-2-5+4i(-3+2-5)=—6i.

[ME]

e¥t  te[0,1]
3. Wir parametrisieren und zerlegen den Weg Y in Y (t) = < 2i—it t€ (1,2] = z(t) +iy(t). Wie in 2.
t—2 te (2,3
gilt

3 3
/ g(2)dz = / w(a(8), y(5)E(2) — (@ (t), y(H)g(8) dt + i / w(z(t), y(O)3(t) + vz (t), y(£))() dt.
Y 0 0

Wenn wir Y als Weg in R? auffassen, ist die Normale an'Y in (z(t),y(t))T durch (y(t), —(t))T gegeben.
Wir betrachten das Vektorfeld G : R* — R? mit G(z,y) = (v(z,y),u(z,y)). Dann kénnen wir [, g(z)dz
als die Summe der reellen Wegintegrale

—/G-Nda+z'/G-dY,
Y 14

schreiben. Wir bezeichnen das von Y eingeschlossene Gebiet mit D. Nach dem Satz von Green und dem
Satz von Gauss gilt

/Yg(z)dzz —/DdivG(x,y) d(z,y) +i/Dr0tG(w,y) d(z,y).

Weil g eine holomorphe Funktion ist, gilt mit den Cauchy-Riemann’schen DGLn rotG = u; — vy = 0 und
divG = v, +uy =0, also [ g(z) dz = 0.

Mit der Methode aus 1. iiber die Stammfunktion ist klar, dass das Wegintegral iiber den geschlossenen Weg
den Wert 0 annimmt. Dabei ist zu beachten, dass das von Y eingeschlossene Gebiet im Holomorphiebereich
von g liegt.



