1. Ubung zu Mathematik III fiir ET, Lésungsvorschlag

Gruppeniibungen

G1 (Ein Kegelstiick)

G2

Es sei K C R3 der offene Kegel, der den Einheitskreis als Grundfliiche und die Hohe 1 hat. Sei
auflerdem Z der abgeschlossene Zylinder, der den Kreis um 0 mit Radius % als Grundfliche hat und
unendlich lang ist.

(1) Skizzieren Sie den Menge K \ Z

(2) Bestimmen Sie eine Pametrisierung von K \ Z in Zylinderkoordinaten.
(3) Berechnen Sie das Volumen von K \ Z mit Hilfe der in (2) angegebenen Parametrisierung.
(4)

Finden Sie eine Parameterdarstellung der dufleren Randfliche von K \ Z (also des Stiicks der
Mantelfliche des Kegels, der auf dem Rand von K \ Z liegt).
(5) Berechnen Sie den dufleren Normalenvektor in jedem Punkt des Flichenstiicks aus (4). Zeichnen
. . . 1 1 1
Sie ihn in dem Punkt (5, 35,1 — ﬁ)
(6) Berechnen Sie den Flicheninhalt des in (4) beschriebenen Flichenstiicks.

(2) In Zylinderkoordinaten hat man K\ Z = {(r,¢,2) | s <r <1, 0<z<1—r, ¢ €[0,2m)}.

(3)
1 pl—r p27 1 1 1 1
/ dx:/ / / rdqﬁdzdrz/ 27r(1—r)7"d7“:27r(—7“2——r3)\11 = -
K\Z 1 Jo 0 1 2 3 2 6

(4) Sei G = B;(0)\ B 1 (0) der Kreisring um 0 mit innerem Radius & und &uBerem Radius 1. Dann ist

F(z,y) = (z,y,1 — /22 + y?) nach Beispiel 2 auf Seite 37.2 eine Parametrisierung.
(5)

1 0
Fz‘(m,y) = O ? Fy(xay) = 1 3
—a(z? +y?) 3 —y(z? +y?) "z
( 2,21 (1)
z(z* 4+ y*) 72
Fw(way) X Fy(way) = y(.TZ + yz),% ’ ||Fw($>y) X Fy(zay)H = \/_

Also ist der Normalenvektor N(z,y) = \%2 y(z? + y2)—% . Insbesondere hat man

N (L1
2°2
(6) Nach (37.7) hat die oben beschriebene Fliche den Flicheninhalt

/G\/ﬁda:: @W.

S|»—AMI>—‘MI»—A
)

(Ein Oberfldchenintegral)
Sei das Flichenstiick § gegeben durch die Parametrisierung

IN
NJ_I —

F:R? 5 RS, F(u,v) = (u —v,u + v,4uv), u? + v?

Bestimmen Sie den Flicheninhalt von 3§.

Hinweis: Fiir die Berechnung ist es sinnvoll, (u,v) in Polarkoordinaten darzustellen.
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H1

H2

Fiir die Berechnung benétigen wir die partiellen Ableitungen

Fy(u,v) = (1,1,4v)T

Fy(u,v) = (—1,1,4u)T
Man erkennt sofort, dass die Funktionalmatrix 0F/0U den Rang 2 hat. Auflerdem gilt D(F) =
{(u,v) € R : w2 +0% <1/2}, d-h.u € [-1/v/2,1/v2], v € [—1/1/2 —u2,4/1/2 — u2]. D(F) ist also
ein abgeschlossenes Intervall und daher messbar. D(F') ist offensichtlich beschréinkt, also kompakt. Es
folgt

_ /D I1F () x Fy(u, v)||d(u, v)

= /_ \/(4u — 4v)? + (—4u — 4v)? + 4 d(u,v)
D

:/_2\/8(u2+02) +1 d(u,v)
D

Unter Verwendung der Polarkoordinaten fiir u und v, d.h. der Transformation h(u,v) = (r - cos ¢, r
sin¢)” folgt nun mit det(Jy(u,v)) =7

2 p1/V2
A:/ / 2v/8r2 +1-rdrdg
o Jo

= 1/8(2/3@—2/3)-/% dp = m/6(v/125 — 1).
0

Hausiibungen

(Eine Kugelkappe)
Durch die Menge

1
K:{(w,y,z) ER: 2+ 4+22<1, 2> 5}

wird eine Kugelkappe der Einheitskugel beschrieben. Veranschaulichen Sie diese Menge mit Hilfe einer
Skizze und bestimmen Sie das Volumen von K.
Hinweis: Transformieren Sie (z,y, z) in Zylinderkoordinaten.

Die Transformation in Zylinderkoordinaten liefert:
h : [0, 00[x[0, 27[xR — R3, h(r, ¢, z) = (rcos(p),rsin(p), z)T.

Es gilt det(Jy(r, ¢, 2)) = r. Somit ergibt sich fiir das Volumen von K

2T 1 m
/ 1d($,y,z):/ rd(r,go,z):/ / / rdrdzdyp
K h—1(K) 1/2
2r 1—22 2m
/ / [—r] dzdyp = / / l—z )dz dyp
/2 r=0

B _z l?’Z: 27r5d 5
B 276" 21/2 048 24'

(Ein Oberflichenintegral)
Berechnen Sie das Flichenintegral von H -7 iiber der Oberfliche S der Kugel K um 0 mit dem Radius
R, wobei

H1($ayaz) z
H = HQ('Tayaz) =19
Hg(.’E,y,Z) Z

ein stetig differenzierbares Vektorfeld und 7 der Normalenvektor auf S ist, der nach auflen zeigt.
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Eine Parametrisierung der Kugel S lautet
R-cos¢-cosf
F(¢,0) = | R-sin¢g - cos@
R -sinf
mit D(F) = {($,0) e R?: 0 < ¢ <27, —/2 < 0 < 7/2}. Wegen
R?.cos¢-cos?f
Fy(¢,0) x Fy(¢,0) = R?-sin¢g - cos? 6
R? . cos@-sinf
gilt

sin @

cos ¢ - cos @
Fy(¢,0) x Fy($,0)|| = R?-cos@ und i = | sin¢-cosf | .
¢

Daher folgt fiir das Oberflichenintegral

/H-ﬁdaz/Rda
5 5

2r /2
— / / R-||F5(6,0) x Fo(é,0)||d0de
0 —m/2

2w pm/2
=R / / cos 0dOd¢
0 —7/2

= 47 R3.

H3 (Ein Oberflichenintegral)
Berechnen Sie den Oberflicheninhalt der Fliche, die durch die Parameterdarstellung

w33 —u
¢(u,’u)( u? ), (u,v) € D

3

mit D = {(u,v) € R%: 0 <u <w,0< v <1} gegeben ist.

Wir haben
u?—1 0
¢u(u,'u) = 2u s ¢v(uav) = 0
0 302
Somit ist
[ pu(u, v) X ¢y (u,v)|| = 30 (u® + 1)
und

/Sdo:/D3v2(u2+1)d(u,v)

1 ro
= / / 3v*(u? + 1) dudv
0o Jo

=11/12.



