Statistik I fiir Human-
und Sozialwissenschaften

3. Ubung
Losungsvorschlag
Gruppeniibung
G8 a) Ein Professor mdchte herausfinden, welche 5 seiner insgesamt 8 Mitarbeiter zusammen

b)

c)

b)

das kreativste Team darstellen. Wie viele 5-kopfige Teams kommen hierfiir in Frage?

Auf wie viele Arten kann man 4 Physikbiicher, 3 Biologiebiicher und 8 Chemiebiicher
so in einen Schrank stellen, dass Biicher des gleichen Faches nebeneinander stehen?

Wie viele Moglichkeiten gibt es, ein 5-kopfiges Gremium aus Biologen, Chemikern oder
Physikern zusammenzustellen, wenn lediglich diese Wissenschaftler als Mitglieder in
Frage kommen, aber keine der drei Fachrichtungen notwendig vertreten sein muss?

Eine Klausur besteht aus 10 Multiple-Choice-Aufgaben mit je drei Losungen zur Aus-
wahl. Wie viele Moglichkeiten gibt es, den Klausurzettel auszufiillen, wenn zu jeder
Frage genau eine Antwort gegeben wird?

Wir betrachten n Elemente und die Anzahl der Moglichkeiten, daraus & < n Elemente
zu ziehen.

Erstellen Sie eine Tabelle, welche die Formeln fiir die Berechnung der Anzahl der
Moglichkeiten fiir die Fille mit/ohne Zuriicklegen und mit/ohne Reihenfolge darstellt.

Kombination, speziell: ohne Reihenfolge, ohne Zuriicklegen

Es geht darum, aus einer Menge von 8 Personen eine Menge von 5 Personen herauszu-
holen. Dabei spielt die Anordnung keine Rolle und Wiederholungen sind nicht erlaubt.
Es gibt daher (g) = 56 Moglichkeiten.

Permutation

Wir iiberlegen zunéchst, wie die Buchblécke Physik (P), Biologie (B) und Chemie (C)
angeordnet werden kénnen. Dafiir gibt es 3! Moglichkeiten, da keine Wiederholungen
vorkommen diirfen und die Anordnung beachtet werden muss. Fiir die Kombinationen
innerhalb der Blécke gibt es aus den selben Griinden 4! (bei P), 3! (bei B) und 8!
(bei C) Moglichkeiten, so dass man die Biicher insgesahttp://www.ard.de/boulevard /-
/id=1876/wedkz6/index.htmlmt auf 3! -4!-3!- 8! = 34836 480 Moglichkeiten (!) in den
Schrank stellen kann.

Kombination, speziell: ohne Reihenfolge, mit Zuriicklegen

Bei dieser Fragestellung spielt die Anordnung keine Rolle, aufierdem sind Wiederholun-
gen erlaubt (es geht nicht um einzelne Individuen, sondern um die Fachrichtung, die
durch das Individuum vertreten wird). Die Anzahl der Méglichkeiten, dieses Gremium
zu besetzen, ist deshalb ("Hk“*l) = (3+271) =21 (dan = 3 und k = 5). Zur Erldute-
rung dieses Ergebnisses wird darauf hingewiesen, dass man jede dieser Moglichkeiten
wie folgt darstellen kann: in einer Reihe von 7 Pldtzen werden 5 Plédtze durch die Mit-
glieder des Gremiums besetzt, die iibrigen beiden bleiben als Zeichen der Trennung der
Fachrichtung frei. Dabei sitzen ganz links die Biologen, anschlieflend die Chemiker und
rechts die Physiker. Beispiel:

(B[B] [C] [P[P]

Dabei muss nicht jede Fachrichtung vertreten sein. Die Moglichkeit

(BlB] [clc]c] ]

kommt beispielsweise ohne Physiker aus. Man sieht, dass sich das Ausgangsproblem
darauf beschrénkt, die 5 Plétze der 7 mit Wissenschaftlern zu besetzen (oder anders-
herum 2 Plétze freizulassen). Und dafiir gibt es die erwéhnten (g) = 21 Moglichkeiten.
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d) Variation, speziell mit Reihenfolge, mit Zuriicklegen

Bei jeder der 10 Aufgaben gibt es drei Antwortméglichkeiten. Problem so auffassen, dass
10 Mal entweder Antwort a oder b oder ¢ gewéhlt wird. Wir ziehen also 10 Mal aus einer
Menge mit drei Elementen, wobei Wiederholungen erlaubt sind und die Anordnung
eine Rolle spielt (die Fragen lassen sich voneinander unterscheiden). Deshalb gibt es
310 = 59049 Moglichkeiten, den Klausurzettel auszufiillen.

mit Zuriicklegen ohne Zuriicklegen
mit Wiederholung | ohne Wiederholung
mit Reihenfolge nk (nf!k)!
- E—T
ohne Reihenfolge (" ()
Ziehen mit Ziehen ohne
Zuriicklegen Zuriicklegen

G 9 Eine faire Miinze wird dreimal geworfen.

2)
b)

b)

Bestimmen Sie die Ergebnismenge €.

Schreiben Sie folgende Ereignisse als Teilmengen der Ergebnismenge €2 und berechnen
Sie ihre Wahrscheinlichkeiten:

A: Kopf tritt mindestens einmal auf

B: Zahl tritt genau einmal auf

C': Sowohl Zahl als auch Kopf tritt hochstens zweimal auf

D: Es fillt dreimal Zahl oder dreimal Kopf

Berechnen Sie P(AN B), P(BU D) und P(C N D).

Sind A und B unabhingig? Beantworten Sie diese Frage auch fiir die Ereignisse C' und
D.

Wenn eine Miinze geworfen wird, gibt es zwei mogliche Ergebnisse: Kopf oder Zahl.
Wird diese Miinze dreimal geworfen, so kann beim 1. Wurf entweder Kopf oder Zahl,
beim 2. Wurf entweder Kopf oder Zahl sowie beim 3. Wurf entweder Kopf oder Zahl
fallen. Als Ergebnismenge €} ergibt sich daher:

Q = leggxgg QZ:{Z,K}, fﬁri:1,2,3,
bow. Q = {(Z22),(2ZK),(ZKZ),(ZKK),(KZZ),(KZK),(KKZ),(KKK)}.
Q) enthilt 23 = 8 Elemente.

Kopf tritt mindestens einmal auf ist gleichbedeutend damit, dass Kopf entweder genau
einmal, genau zweimal oder genau dreimal auftritt.

A={(ZZK),(ZKZ),(KZZ),(ZKK),(KZK),(KKZ),(KKK)}.

Da die Miinze fair ist und der Ausgang der einzelnen Versuche als unabhéngig angesehen
werden kann, hat jedes Ergebnis w € Q die gleiche Wahrscheinlichkeit, d.h. P({w}) = %
(Laplace-Experiment).

B Anzahl der Elemente in A B

P(4) -

7
-
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d)

Hier bietet es sich auch an, das komplementére Ereignis A = {ZZZ} zu betrachten

und mittels P(A) = 1 — P(A) die Wahrscheinlichkeit zu berechnen. Das Ereignis B
besteht aus folgenden Elementarereignissen:

B={(ZKK),(KZK),(KKZ)}.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass B eintritt, ergibt sich wie fiir das Ereignis A durch

Anzahl der Elemente in B 3

Das Ereignis C bedeutet, dass weder Kopf noch Zahl dreimal auftauchen:
C=0-{(Z22),(KKK)}={(ZZK),(ZKZ),(KZZ),(ZKK),(KZK),(KKZ)}.

Damit folgt P(C') = $ = 2. Auflerdem ist D = {(ZZZ),(KKK)} und damit P(D) =
2 1

8~ 4

Da B in A enthalten ist, gilt P(AN B) = P(
BN D =, und damit ist P(BUD) = P(B)+
woraus P(C' N D) = P(() = 0 folgt.

= %. und D sind disjunkt, d.h.

B
) = %. Auch C und D sind disjunkt,

!
u\—/

Den vorigen Aufgabenteilen entnehmen wir
P(ANB) = g,
7T 3 21
P(A)-PB) = --—=—
(4) - P(B) 5 8= 64

Wegen P(AN B) # P(A) - P(B) sind A und B nicht unabhéngig. Mit P(C N D) =0
und P(C), P(D) # 0 ergibt sich analog, dass C' und D nicht unabhéngig sind.

G 10 Wird ein Patient darauf untersucht, ob er eine bestimmte Krankheit hat, so gibt es zwei
Moglichkeiten, eine falsche Diagnose zu stellen: Man spricht von einem falsch-negativ-Befund,
wenn bei einem erkrankten Patienten die Krankheit nicht erkannt wird, bzw. von einem
falsch-positiv-Befund, wenn ein gesunder Patient fiir krank befunden wird. Fiir eine be-
stimmte Untersuchungsmethode sei bekannt, dass mit Wahrscheinlichkeit 0.06 ein falsch-
negativ-Befund, und mit Wahrscheinlichkeit 0.03 ein falsch-positiv-Befund auftritt. Da es
sich um eine eher seltene Krankheit handelt, geht man auflerdem davon aus, dass eine zu
untersuchende Person mit Wahrscheinlichkeit 0.05 erkrankt ist.

a)
b)

c)

a)

Zeichnen Sie ein Baumdiagramm fiir diese Situation.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird eine zufillig ausgewéhlte Person fiir krank erklért?

Wie grof} ist die (bedingte) Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Person tatséchlich er-
krankt ist, wenn sie fiir krank erklart wird?

Wir definieren zunéchst die relevanten Ereignisse:
A: Die Person ist krank.

B: Die Person wird fiir krank erklért.
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0.05 0.95

0.94 0.06 0.03 0.97

B B B B
b) Regel von der vollstindigen Wahrscheinlichkeit:
P(B) = P(B|A)-P(A)+ P(BJA)-P(A)
= 0.94-0.0540.03-0.95 =0.0755

¢) Formel von Bayes:

P(B|A) - P(A) _ 0.94-0.05

P(A|B) = P(B) ~0.0755

~ 0.6225

G 11 Mengen Sei A ={3,2,1}, B = {24} und C = {1, 3}.
Gib die Mengen AUB, AUC, AnNB, ANC, A\ B, A\ C an.

Es gilt

AUB = {1,2,3,24},

AuC = {1,2,3} = A,
ANB = 0,
ANC = {1,3},
A\B = {1,2,3} = A,
ANC = {2},
Hausiibung
H5 a) Zehn Personen verabschieden sich voneinander mit Héndedruck. Jede Person geht al-

leine nach Hause. Wie oft werden Hénde gedriickt?

b) Zehn Ehepaare verabschieden sich voneinander mit Héndedruck und gehen paarweise
nach Hause. Wie oft werden Hénde gedriickt?

a) Hier geht es um die Anzahl an Mdéglichkeiten, aus einer Menge von 10 Personen genau
2 herauszunehmen, und zwar ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge. Deshalb lautet
die Losung

10 10!
:—:4
(2) ST
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Alternativ kann man alle natiirlichen Zahlen von 1 bis 9 addieren und erhéilt wiederum

9

Zi = % — 45.
=1

b) Je zwei Ehepaare schiitteln 2 -2 = 4 Mal die Hinde bei der Verabschiedung. Es gibt 45
Verabschiedungen von 2 Paaren (siehe a)). Also werden insgesamt

445 =180

Mal Hénde geschiittelt.

H6 Die Belegschaft einer Firma setzt sich wie folgt zusammen: 50% Arbeiter, 40% Angestellte
und 10% leitende Angestellte. Man geht davon aus, dass wihrend eines Jahres ein Arbeiter
mit Wahrscheinlichkeit p, ein Angestellter mit Wahrscheinlichkeit p/2 und ein leitender
Angestellter mit Wahrscheinlichkeit p/4 die Firma verldasst. Mit Wahrscheinlichkeit 14.5%
scheidet ein bestimmtes Belegschaftsmitglied wihrend eines Jahres aus der Firma aus.

a) Zeichnen Sie ein Baumdiagramm fiir die beschriebene Situation.

b) Bestimmen Sie p.

¢) Nehmen Sie an p = 0.2. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eine Person, welche die
Firma verlésst, ein Arbeiter (Angestellter bzw. leitender Angestellter)?
Wir definieren folgende Ereignisse fiir ein zufillig ausgewéhltes Belegschaftsmitglied.

A: Die Person gehort zu den Arbeitern.
B: Die Person gehort zu den Angestellten.
C': Die Person gehort zu den leitenden Angestellten.

V': Die Person verlidsst die Firma wéahrend des Jahres.

a) Baumdiagramm:

0.5 0.1
0.4

A B C

Ap 7\3 7\2
Vv vV Vv vV Vv 1%

b) Nach der Regel von der vollstindigen Wahrscheinlichkeit gilt

P(V) = P(V|A)-P(A)+P(V|B)-P(B)+ P(VI|C)-P(C)

- p-0.5+§'0.4—|—§-0.1:0.725p.
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Aus P(V') = 0.145 folgt daher p = 0.2.
¢) Die Formel von Bayes ergibt:

P(VIA)P(A) 0205

P(AlV) = ) = o1~ 06897,
P(V|B)P(B) _0.1-04 _

P(B|V) PV) = 0105 ~ 0.2759,

POV) = P(VIC)P(C) _ 0.05-0.1 0,035,

P(V) ~0.145



