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(E5.1) [Minimalautomaten und Minimierung]

Finden Sie einen dquivalenten DFA minimaler Gréfle fiir den folgenden DFA:

N
\/

‘Dab

Musterlosung.

Wir bestimmen die Relationen ;.

Aol 0 1 2 3 4 5 A0 1 2 3 4 5 Al 0 1 2 3 4 5
0 X X 0 X X X 0 X X X X
1 | x X X 1 | x X X X 1 | x X X X
2 | x X X 2 | X X X X 2 | X X X X
3 X X X 3 X X X 3 | X X X X
4 X X X 4 X X X 4 | x x X X
5 | x X X 5 | X X X X X 5 | X X X X X

Da olo=nt3 ist die Relation o durch die Letzte Tabelle gegeben. Das heifit, dass wir die
Zustéinde 1 und 2, bzw. 3 und 4 identifizieren kénnen. Deshalb sieht der DFA minimaler
GroBe wie folgt aus:



a,b a,b a,b /\
—(0—=L) =BG

(H5.2) [Minimierung]
Betrachten Sie den NFA A

und sei L = L(A).
Konstruieren Sie einen minimalen DFA B mit L(B) = L.
Musterlosung.

Erst miissen wir einen DFA finden, der die gleiche Sprache erkennt.

) a b
{0} {1} 0
oo 0.2 |2

0 0 0

{0,2} {1,0} 0
{2} {oy |0
{1,0} |{0,1,2} | {2}
{O, 1,2} {0, 1, 2} {2}

Wir bestimmen die Relationen ;.



o | {0} {1} 0 {0,2} {2} {1,0; {0,1,2}
{0} X X X

{1} X X X X
0 X X X X
{0,2} X X X

{2} X X X X
{1,0} X X X
{0,1,2} X X X

# {0y {1} 0 {02} {2} {1,0} {0,1,2}
{0} X X X X X X
{1} X X X X X
0 X X X X X X
{0,2} | x x X X

{2} X X X X X
{1,0} | x x x X
{0,1,2} | x x X X

f2 {0} {1} 0 {0.2) {2} {10} {0.12)
{0} X X X X X X
{1} X X X X X X
0 X X X X X X
{0,2} | x x X X X X
{2} X X X X X X
{1,0} | x x x X X
{0,1,2} | x x x X X

Da b3=ny ist die Relation ¢ durch die Letzte Tabelle gegeben. Das heifit, dass wir die
Zustande {1,0} und {0, 1,2} identifizieren konnen (wir nennen den neuen Zustand X).
Deshalb sieht der DFA minimaler Lange wie folgt aus:



(E5.3) [Regulédre Sprachen]
Fiir ein Wort w = a; ... a, € ¥* wird w™! durch a,, ...a; definiert (d.h. w wird riickwirts

gelesen).

(i) Zeigen Sie, dass fiir jede reguldre Sprache L auch die Umkehrung
rev(L) :=={w ' €X* : we L}

regulér ist.

Hinweis: man kann sich zuerst iiberlegen, dass man aus einem NFA, der nur einen
akzeptierenden Zustand hat, durch “Umkehrung” der Transitionen einen geeigneten
NFA bekommen kann. Andere Félle lassen sich dann mit den {ibrigen Abschlussei-
genschaften darauf zuriickfithren. (Dies ist Ubung 2.2.17 im Skript.)

(ii) Betrachte die Sprache PALINDROM = {w € {a,b}* : w = w™'}. Ist PALINDROM
regulér? (Dies ist Ubung 2.5.4 im Skript.)

Musterlosung.

(i) Sei A = (%,Q,q,A,A) ein NFA. Fiir jedes a € A definieren wir

Aa = (Ea Q7 qo, Aa {a}>

Das heifit: A, ist wie A, aber hat nur a als akzeptierenden Zustand. Wir haben
L(A) = Uyea L(Ag) und rev(L(A)) = U,earev(L(A,)) ", Weil regulére Sprachen
unter endliche Vereinigung abgeschlossen sind, brauchen wir nur einzusehen, dass
rev(L(.A)) regulér ist fiir jeden Automat A mit nur einem akzeptierenden Zustand.



Sei also A = (X, Q, qo, A, {a}) ein NFA der eine Sprache L erkennt. Wir bestimmen
einen Automat A"V, der genau rev(L) erkennt:

Arev = (27 Qa a, Arev’ {QO})a

wobei

(q,2,¢) € A < (¢, z,q) € A.
Man beweist jetzt mit Induktion iiber n, dass (qo,...,¢,) eine Berechnung von A
auf einem Wort w = a4 . .. a, ist, genau dann, wenn (g,, . .., qy) eine Berechnung von

A auf dem Wort w™! = a,,...a; ist. Daraus folgt dann, dass L(A™") = L~ Wir
schliessen, dass auch L™! regulir ist.

(ii) Sei n € N beliebig, und betrachte das Wort

r=a"ba".
Offensichtlich ist x ein Palindrom. Wir iiberpriifen, ob es u,v,w geben kann, mit
r=u-v-w, |u-v] <nund |v] > 0, so dass fiir alle m € N auch u - v™ - w ein
Palindrom ist. Weil |u - v| < n und |v| > 0, ist v der Form v = a* mit k& > 0. Das
heiBt, dass u - w gleich a® *ba™ ist mit k > 0, also kein Palindrom. Wir schliessen,
dass die Sprache der Palindrome nicht regulédr sein kann.

(E5.4) [Pumping Lemma]

Zeigen Sie, dass die folgenden Sprachen nicht regulér sind.

(i) Ly ={a"™ € {a,b}* : n > m}
(ii) Ly = {a™ € {a}* : n >0}

(ili) Ly ={a? € {a}* : p prim}

Musterlosung.

(i) Nehmen wir an, dass L; regulér ist. Wegen des Pumping Lemmas, gibt es dann eine
natiirliche Zahl n € N, so dass jedes x € Ly mit |x| > n sich als = u-v-w schreiben
lasst, mit |u-v| < nund |v| > 0, wobei fiir alle m € N auch u-v™-w € Ly. Sein € N
so eine natiirliche Zahl und betrachte das Wort

r=a"b".

Jetzt soll es u, v, w geben, mit z = u-v-w, |u-v| < nund |v| > 0, so dass fiir alle
m € N auch u-v™-w € L. Insbesondere soll auch gelten: u-w € Ly fiir m = 0. Weil
lu-v| <nund |v] > 0, ist v der Form v = a* mit k > 0. Das heifit, dass u - w mehr
b’s (ndmlich n) als a’s enthélt (ndmlich n — k < n). Das widerspricht u-w € Ly. Wir
schliessen, dass L, nicht regulér ist.



(i)

(iii)

Wir verwenden hier, dass
(n+ 1! =nl=(n+1)n! —nl=nn! >n,

falls n > 1.
Sei n € N beliebig, und betrachte das Wort

T = a(nJrl)!.

Offensichtlich x € Ly. Wir iiberpriifen, ob es u,v,w geben kann, mit z = u - v - w,
lu-v| <nund |v| > 0, so dass fiir alle m € N auch u-v™ - w € Lo. Klar ist, dass das
fiir n = 0, 1 nicht geht. Nehmen wir darum an, dass n > 1. Dann ist v von der Form
v = a® mit 0 < k < n. Deshalb enthélt u - w echt weniger als (n + 1)! Buchstaben,
aber gleichzeitig echt mehr als n! Buchstaben (weil (n+1)! =k > (n+1)! —n > nl).
Das widerspricht u - w € Ly. Wir schliessen, dass L, das Pumping Lemma verletzt
und deshalb nicht regulédr sein kann.

Sei wieder n € N beliebig, und betrachte das Wort
T =a,

wobei [ > n+1 eine Primzahl ist. Offensichtlich x € Ls. Wir {iberpriifen, ob es u, v, w
geben kann, mit ¢ = u-v - w, |u-v| < nund |v] > 0, so dass fir alle m € N auch
u-v™ - w € Lg. Aus |u-v| < nund |z| > n+ 1 folgt, dass |w| > 1. Wihlen wir
m = |u|+ |w| > 1 und 2’ = u-v™ - w. Wir bestimmen die Lénge von z’:

|| = fu- 0™ - w] = |ul + mlv| + [w] = m(|v] +1).

Weil m > 1 und |v| +1 > 1, ist |2/| nicht prim. Das widerspricht w - v™ - w € Ls.
Wir schliessen, dass L3 das Pumping Lemma verletzt und deshalb nicht regulér sein
kann.



