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| Grundlegendes iiber Zahlen

1 Die reellen Zahlen

Was sind die reellen Zahlen? Dies ist — je nach Standpunkt — eine mehr oder weniger
schwierige Frage. Im Folgenden beschreiben wir die Menge R der reellen Zahlen durch
Regeln, welche festlegen wie man mit diesen Zahlen ,rechnen “darf. Diese Regeln nen-
nen wir das Aziomensystem der reellen Zahlen. Genauer gesagt, besteht dieses aus den
folgenden

e Korperaxiomen, den
e Anordnungsaxiomen sowie dem

e Vollstandigkeitsaxiom.

Alle Aussagen diirfen ausschlielich aus diesen Axiomen abgeleitet werden. Wir begin-
nen mit den Korperaxiomen.

1.1. Die Ko6rperaxiome.
Auf der Menge R seien zwei Verkniipfungen, die Addition ,,+“, sowie die Multiplikation

41

» erklart:

Addition: RxR—=R
(z,y) =z +y,

Multiplikation: R x R — R
(z,y) =z y.

Diese erfiillen die folgenden Koérperaxiome:
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Axiome der Addition

(A1) Kommutativgesetz: fiir alle z,y € Rgilt z +y =y + x.
(A2) Assoziativgesetz fiir alle z,y,z € Rgilt (z+y)+z=2+ (y + 2)-

(A3) Eristenz eines neutralen Elements: Es existiert 0 € R mit  + 0 = z fiir alle
z €R

(A4) Existenz eines inversen Elements: Fiir jedes z € R existiert —z € R mit = +
(—z) =0.

Axiome der Multiplikation

(M1) Kommutativgesetz: fiir alle z,y e Rgilt 2 -y =y - .
(M2) Assoziativgesetz: fiir alle z,y,z € Rgilt (z-y)-z=z- (y - 2).

(M3) Erzistenz eines neutralen Elements: es existiert 1 € R, 1 # 0, mit -1 = z fiir alle
zeR

(M4) Eristenz eines inversen Elements: fiir jedes x € R mit x # 0 existiert z71 € R
mit z - 27! = 1.

Das folgende Distributivgesetz besagt wie Addition und Multiplikation kombiniert wer-
den diirfen.

(D) Distributivgesetz: fir alle z,y,z e R gilt x - (y+ 2) = (- y) + (z - 2).

Eine Menge K von Elementen a, b, . .. fiir die eine additive Verkniipfung a + b und eine
multiplikative Verkniipfung a-b definiert ist, welche obigen Eigenschaften geniigt, nennt
man einen Korper. In der Vorlesung Lineare Algebra werden Korper und deren Axiome
in wesentlich gréflerer Ausfiihrlichkeit behandelt. Wir bemerken an dieser Stelle nur,
dass die Elemente 0 und 1 eindeutig bestimmt sind und dass die Aussage x -y = 0
impliziert, dass z = 0 oder y = 0 gilt. Wir fithren noch folgende vereinfachenden
Schreibweisen ein:

X
TY =T -, —;:_q;-y_l, ;L‘—y::.’L‘+(—y), $22:I'.’I), 20 ;= 4+ x.

1.2. Die Anordnungsaxiome.
In R sind gewisse Zahlen als positiv ausgezeichnet (z > 0), so dass gilt:
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(01) Fiir jedes = € R gilt genau eine der Beziehungen x = 0, z > 0, —x > 0.
(02) Sind z > 0 und y > 0, so folgt z +y > 0.

(03) Sind z > 0 und y > 0, so folgt z -y > 0.

Das zweite Axiom besagt die Vertrdglichkeit mit der Addition, das dritte die Ver-
traglichkeit mit der Multiplikation. Die folgende Definition erméglicht es, beliebige Ele-
mente von R zu vergleichen.

1.3 Definition. Es seien z,y € R. Wir setzen

x>y & x—y>0
x>y = xz—y>0o0derz—y=0.

Ein Element z € R mit z > 0 heifit positiv. Fiir x > y und x > y schreibt man auch
y < x bzw. y < z. Gilt < 0, so heifit x negativ.

1.4. Rechenregeln. Es seien z,y, z, o, § € R. Dann gelten die folgenden Aussagen:
a) Es gilt genau eine der Beziehungen x =y, x < y oder x > y (Trichotoniegesetz).
b) Ist z < y und y < z, so gilt x < z (Transitiviat).

c) Ist z <yund a < 3, s0 gilt x + a < y + B (Monotonie der Addition).

d) Ist z < y, so gilt —z > —y.

e) Ist < y und a > 0, so gilt ax < ay (Monotonie der Multiplikation).

f) Fiir « # 0 gilt 2% > 0, insbesondere ist 1 > 0.

g)IstO<x<y,sogilt0<%<%.

h) Ist z < y, so folgt = < ¥ <y (Arithmetisches Mittel).

Beweis. a) folgt direkt aus der Definition 1.3 und dem Anordnungsaxiom (01).

b) Nach Definiton 1.3 gilt y — 2 > 0 und z — y > 0. Das Anordnungsaxiom (02) impli-
ziert, dass z —x = (y — z) + (2 — y) > 0 ist; also gilt z > = und somit = < 2.

c)-e) Ubungsaufgaben.

f) Sei zuniichst z > 0. Dann gilt z -z = z* > 0 wegen (03). Ist x < 0, so impliziert die
Aussage d), dass —z > 0 ist und daher gilt (—z)(—z) = 22 > 0 nach (O3).

g)Daz > 0und (z71)% > 0 ist, gilt 27! = z - (z71)% > 0 und analog y~! > 0. Also
ist z7! - y~! > 0. Die Voraussetzung 0 < z < y impliziert nun y~! = z - (z7'y7') <
y(z~ty™) = a7

h) Ubungsaufgabe
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Die Korper- und Anordnungsaxiome implizieren, dass es aufler 0 und 1 noch weitere
Zahlen in R gibt. Addiert man in der Ungleichung 0 < 1 auf beiden Seiten 0, bzw. 1,
so erhalten wir0+0=0<14+0=1,1<1+1=2,als02#0,2 #1.

1.5 Definition. (Absolutbetrag). Es sei € R. Wir definieren den Betrag von x als

1.6 Bemerkungen. Fiir den Absolutbetrag gelten die folgenden Rechenregeln:

a) Es gilt [z| > 0 fiir allez € R und |z| =0 < 2 = 0.

b) |—z|=lz[, z€R

c) ||:v|| =lz/, z€R

d) |z-yl=lz|-lyl, zyeR

e) [7] = %, reRyYy#0

f) [z +y| <|z|+ |y], =,y € R (Dreiecksungleichung)

g) |\x| |y|| <lz—1y|, =z,y€ R (umgekehrte Dreiecksungleichung)

Beweis. a) b) ¢) d) e) g) als Ubungsaufgaben. Zu f): es seien z,y € R. Dann gilt
z < |z|, y < |y|] sowie —z < |z| und —y < |y|. Die Monotonie der Addition 1.4 c)
ergibt —z —y < |z| + |y|, sowie z +y < |z| + |y|. Deshalb gilt |z + y| < |z| + |y|.

U

Wir betrachten nun die natiirlichen Zahlen als Teilmenge von R und beginnen mit der
folgenden Definition.

1.7 Definition. Eine Menge M C R heif$t induktiv, indexinduktiv falls gilt:
a) 0e M
b) zxe M=z+1€ M.

Klarerweise ist die Menge der reellen Zahlen R induktiv. Definieren wir M := {z € R:
x > a}, so ist M ebenfalls induktiv, sofern a < 0 gilt.

1.8. Satz und Definition. Fs existiert eine kleinste induktive Teilmenge von R.
Diese heifit die Menge der natiirlichen Zahlen und wird mit Ny bezeichnet.
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Beweis. Setze Ny := N M, d.h. mit anderen Worten, Ny ist die Schnitt-
M induktiv, M C R
menge aller induktiven Teilmengen von R. Daher gilt 0 € Ny, da 0 € M fiir alle

induktiven Mengen M C R.

Ferner seiz € Ny = x € M fiir alle induktiven Teilmengen M C R
= x+ 1€ M fir alle induktiven Teilmengen M C R
= r+1€ N().

Also ist Ny induktiv und da Ny C M fiir alle induktiven Mengen M C R gilt, ist Ny die
kleinste induktive Teilmenge von R.

1.9 Korollar. (Induktionssatz). Es sei N C Ny eine Menge mit folgenden Eigenschaf-
ten:

a) 0N
b) e N=z+1€N.

Dann ist N = N;.

Der Beweis ist klar, da Ny die kleinste induktive Teilmenge von R ist. Damit kénnen
wir die Beweismethode der vollstindigen Induktion betrachten.

1.10 Satz. Fir jedes n € Ny sei eine Aussage A(n) definiert. Es gelte:
a) A(0) ist richtig (Induktionsanfang).
b) Falls A(n) richtig ist, so folgt, dass A(n + 1) richtig ist (Induktionsschritt).

Dann gilt A(n) fir alle n € Ny.

Der Beweis ist einfach. Wir setzen N := {n € Ny : A(n) ist wahr}. Dann ist N C Ny
induktiv und Korollar 1.9 impliziert, dass N = N; gilt.

1.11 Beispiele.

a) Die Bernoullische Ungleichung.
Es sei z > —1 und n € Ny. Dann gilt

(14+2z)" > 1+ nax.

Den Beweis iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.
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b) Geometrische Reihe: Es seien ¢ € R mit ¢ # 1 und n € Ny. Dann gilt

1— qn+1

C+Hd+d+ .+ =
l—¢q

Beweis. Induktionsanfang: A(0) ist richtig, denn ¢ =1 = % =1.
Induktionsschritt: Nach Voraussetzung ist A(n) richtig. Also gilt:

vor. 1=g¢"" 0 1—¢" 4+ (1= q)¢""!

q0+q1+.+qn+qn+1 +(]
~ "~ -’ ]-_q 1_q
1_qn+2
= 71_q

Also gilt A(n) fiir alle n € Ny.

1.12 Satz. (Eigenschaften von Ny). FEs gelten die folgenden Aussagen:
a) 0eNy und 1 € Ny
b) ne Ny =n=0 odern>1
c)nmeNy=>n+meN;, und n-m e N
d) nmeNy,n>m=n—-—meN,
e) Sein € Ny. Es existiert kein m € Ny mit n <m <n+ 1.

f) Jede nichtleere Menge M natiirlicher Zahlen besitzt ein kleinstes Element; mit
anderen Worten sei M # () und M C Ny. Dann ezisitiert m € Ny mit m < n fiir
allen € Ny.

Beweis. a) Es gilt 0 € Ny nach Definition und Ny ist induktiv. Also gilt 0+1 =1 € Ny.
b) Setze B := {0}U{n e Ny :n—1€ Ny und n—1 > 0} C Ny. Dann ist B induktiv. In
der Tat ist 0 € B. Ferner sei n € B. Es ist zu zeigen, dass n+1 € B. Fallsn = 0, so folgt
n+1=1¢€ B.Fallsn #0,so0 folgt 0 <n—1.Daherist 0<1<n=(n+1)—1€N,
und somit n + 1 € B. Also gilt B = Ny und somit die Behauptung.

c) d) e) f) als Ubungsaufgaben.
U

1.13 Satz. (Eine Variante des Induktionsprinzips). Fir ny € Ny gelte

a) A(ng) richtig.
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b) A(ng), A(ng +1),...,A(n) richtig = A(n + 1) richtig.
Dann ist A(n) fir alle n > ng wahr.
Auf diese Weise kann man zum Beispiel zeigen, dass 2" > n? fiir alle n > 5 gilt.

1.14. Beispiele zur Induktion. Wir betrachten zunéchst rekursive Definitionen:

a) Potenz: Fiir x € R setze

20 = 1
2"t = g2, neN,.
b) Fakultit:
o =
(n+1)! = (n+1)-n!, neN.

c) Endliche Summen und Produkte:
Es seien a; € R fiir j € Ny. Wir setzen

0 n+1 n

E a; = ag, E Q5 1= Qp+t1 + E a;j, 1N € N'()7
J=0 J=0

J=0

n+1 n

0
Haj = ay, Haj = an+1-Haj, n € Ny.

Entsprechend definiert man fiir [ € Ny
n n
Zaj bzw. Haj, n > 1.
j=l j=1

d) Binomialkoeffizienten:
Fir a € R und k£ € N, setze

()= () =555 0)

Mit vollsténdiger Induktion lassen sich nun folgende Aussagen beweisen:

i) Seien a € R und n,m € Ny. Dann gilt o™ - a™ = a"*™.

it) Fiir n,k € Ng mit 0 < k < n gilt () = 2,
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(1)

iv) Fiir n,k € No gilt (}) + (,})

iii) Fiir n,k € Ny gilt

(nfk) falls k<n
0 falls k>n

n+1 . «
(k+1) ,, Pascalsches Dreieck

1.15 Satz. (Binomischer Lehrsatz). Es seien a,b € R und n € Ny. Dann gilt

(a+b)" = i (n> alb™ .

=0

Beweis.
i) Induktionsanfang. Die Behauptung gilt offensichtlich fiir n = 0, d.h.

1=(a+0b)°= Xi; (2)a0b0 =

ii) Induktionsschritt. Wir nehmen an, dass die Aussage des Satzes fiir ein n € Ny gelte.
Damit erhalten wir

(a+b0)"" = (a+b)(a+b)"

n

= (@+0)y (?) ol

j=0

= adtyni 4 (n) alpritl
> (3
J_
n+1 n
: z@:)aﬁw* ()

7=0
_ Z[ ]a]bn i+l n aOpntt 4 ) gnt1po
J 0 n
~ ~ —~— —~—
1. 1421“) (n+1) =1 =1
J

n+1
=y ("J.rl)afb"—jﬂ,

j=o \ 7

d.h. die Aussage des Satzes gilt auch fiir n + 1.
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1.16 Definition. a) Eine Menge M C R heifit nach oben beschrinkt, falls s € R
existiert mit
m < s fir allem € M.

In diesem Fall heifit s eine obere Schranke von M.
b) Eine obere Schranke sy heiflt kleinste obere Schranke oder Supremum indexSupre-
mum von M C R, falls fiir jede obere Schranke s von M gilt:

Sp < s.

Wir setzen sup M := s.

Bemerkungen. a) Sind sy, s, kleinste obere Schranken von M, so folgt sy < s, und
sy < sg, also sy = sp. Dies bedeutet, dass das Supremum einer Menge reeller Zahlen
eindeutig bestimmt ist.

b) Die Existenz des Supremums einer nach oben beschriinkten Menge reeller Zahlen
garantieren wir durch das folgende Vollstindigkeitsaxiom.

1.17. Vollsténdigkeitsaxiom. Sei M C R eine nicht leere und nach oben beschréink-
te Menge. Dann besitzt M ein Supremum s;.

Die reellen Zahlen R sind damit axiomatisch eingefiihrt, als eine Menge versehen mit
der Addition + , der Multiplikation - , sowie der Ordnung < , welche den Kérper- und
Anordnungsaxiomen, sowie dem Vollstandigkeitsaxiom geniigen.

1.18 Definition. Es sei ) # M C R und sy = sup M. Falls sy € M ist, so heifit sg
Maximum von M. Wir setzen max M := sq.

1.19 Beispiele. a) Essei M := {z € R: x < 1}. Dann gilt sup M = 1, aber M besitzt
kein Maximum. In der Tat ist s; = 1 klarerweise eine obere Schranke von M. Nehmen
wir an es existiere eine obere Schranke s < 1 von M. Nach den Rechenregeln 1.4 h)
gilt dann s < % < 1, im Widerspruch dazu, dass s obere Schranke von M ist. Ferner
gilt 1 &€ M, also ist so = 1 kein Maximum.

b)Seia > 0und M := {x € R: z > 0 und z? < a}. Dann ist M nach oben beschrinkt,
zum Beispiel gilt z < 1+ a fiir alle z € M. Ferner ist offentsichtlich M # (), da 0 € M.

Das Vollstindigkeitsaxiom impliziert daher, dass sy := sup M existiert. Weiter gilt
se = a.
Beweis.

i) Ist a =0, so gilt s = 0. Im Folgenden sei daher a > 0.
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ii) Es gilt s3 > a. Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Dann ist a — s2 > 0
0*52
280+01

und somit € := > (. Ferner ist € < 1, denn angenommen es gelte ¢ > 1, so
wére

a—sp>2s0+1ea>s5+2s+1=(so+1)>°

Also ware sy +1 € M und somit sqg+ 1 < sup M = sq. Widerspruch! Also ist
(so+¢€)? =sp+2s0c+e> <55+ (250 + 1)e =55 +a— 55 =a.

Deshalb ist so+¢ € M und somit auch sy +¢ < sg im Widerspruch zur Definition
von s;. Deshalb gilt s3 > a.

iii) Es gilt s3 < a. Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Dann gilt s2 — a > 0.

s¢—a . 2s2—s2+a s2+a
0—% > (), so ist § := 59 — § = T 20TE — X2 5 () ynd s% =

Setzt man 0 := =5 o 5%
s2— 2800 + 6% = s5 — s +a+ 6% =a+ 6% > a Also gilt s* > a > 22 fiir alle
T € M und s > z fiir alle x € M. Somit ist s* < s3 eine obere Schranke von M

im Widerspruch zur Minimalitét von s.

Die Aussagen ii) und iii) implizieren, dass s2 = a gilt.
c) Folgerung. Zu jeder reellen Zahl a > 0 existiert genau eine reelle Zahl w > 0 mit
w? = a. Die Zahl w heifit Wurzel von a und wird mit w = y/a bezeichnet.

1.20 Definition. a) Eine Menge M C R heif8t nach unten beschrdnkt, falls ein r € R
existiert mit
r <m fir alle m € M.

In diesem Fall heifit r untere Schranke von M.
b) Eine untere Schranke ry heifit grifite untere Schranke oder Infimum von M, falls fiir
alle untere Schranken r von M gilt

r < 79p.

Wir setzen inf M := ry.
¢) Gilt 7o € M, so heifit ro Minimum von M und wir setzen min M := ry.
d) Ist M C R nach oben und unten beschrénkt, so heifit M beschrinkt.

1.21 Lemma. Fiir eine Menge M C R und —M = {—m : m € M} gelten die
folgenden Aussagen.

a) M ist nach unten beschrinkt < —M ist nach oben beschrdinkt.

b) Jede nichtleere nach unten beschrinkte Menge M besitzt ein Infimum. Dies ist
eindeutig bestimmd.
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¢) Ist M # O nach unten beschrinkt, so gilt inf M = —sup(—M).
Den einfachen Beweis iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

1.22 Satz. (Charakterisierung des Supremums). Es sei M C R eine nichtleere und
nach oben beschrinkte Menge sowie sg € R. Dann gilt

supM =sy & m < sg fir alle m € M und fir alle ¢ > 0 existiert ein p € M
mit L > Sg — €.

Beweis. =: Sei sg = sup M. Dann ist m < s, fiir alle m € M. Wir nehmen an es
existiere € > 0 so dass fiir alle m € M die Ungleichung m < sq — ¢ gelte. Dann ist
s := 59 — € eine obere Schranke von M. Widerspruch!
<: Nach Voraussetzung ist sq eine obere Schranke von M. Wir nehmen an, es existiere
s € Rmit s < sg und m < s fiir allem € M. Setze ¢ := s5—s > 0. Dann ist s = s —¢
und m < sg — ¢ fiir alle m € M. Widerspruch!

O

Zum Abschluf} dieses Abschnitts definieren wir noch die natirlichen Zahlen Zahlen N
sowie die ganzen Zahlen als

N:=Ny\{0} und Z:=NyU{-n:n e N}
Die Menge Q der rationalen Zahlen ergibt sich dann als
Q:={p/q:p,q € Z,q# 0}

Ferner nennen wir die Elemente von R \ Q die irrationale Zahlen .

1.23 Korollar. a) Ny ist nicht nach oben beschrinkt.

b) Prinzip des Archimedes:
Fir alle a > 0 und b € R existiert n € N mitn-a > b.

c) ,Klassische Schlussweise“ der Analysis:
Es gelte 0 < a < % fir alle n € N. Dann ist a = 0.

Beweis. a) Wir nehmen an, dass Ny nach oben beschriankt sei. Dann existiert sq =
sup Ny nach dem Vollsténdigkeitsaxiom. Die Charakterisierung des Supremums in Satz
1.22 mit ¢ = 1 impliziert, dass ein n € Ny existiert mit n > sy — 1. Dies ist ein
Widerspruch zur Definition von sg.
b) Annahme es gelte n-a < b fiir alle n € Ny. Dann ist Ny nach oben beschrinkt durch
g im Widerspruch zur Aussage a).
¢) Wir nehmen an, es gelte ¢ > 0. Dann ist n - a < 1 fiir alle n € N im Widerspruch
zur Aussage b).

O
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2 Die komplexen Zahlen

In diesem Abschnitt fiihren wir den Korper der komplexen Zahlen wiederum axioma-
tisch ein und beginnen mit der folgenden Definition.

2.1 Definition. Auf R? := {(a,b) : a,b € R} definieren wir eine Addition und eine
Mulitplikation wie folgt:
Addition O RXxR SR : (a,b)®(c,d):=(a+c,b+d)
Multiplikation ©:R2 xR? - R?: (a,b) ® (¢,d) := (ac — bd,ad + bc).

Dann erfiillen die Verkniipfungen @ und ® fiir z = (a,b),y = (¢,d) und z = (e, f) € R?
die Korperaxiome von Abschnitt 1, wobei

0o = (0,0) das neutrale Element bzgl. der Addition &,

1o = (1,0) das neutrale Element bzgl. der Multiplikation ©,
—(a,b) = (—a,—b) das inverse Element bzgl. der Addition &,

(a,0)" = (2% a2+b2) das inverse Element bzgl. der Multiplikation © ist,

falls (a,b) # 0g = (0, 0).

Fiir den Beweis dieser Aussage verweisen wir auf die Lineare Algebra. Die Menge R?
versehen mit @ und ® ist deshalb ein Koérper, welchen wir den Kérper der komplexen
Zahlen nennen. Er wird mit C bezeichnet.

Fiir (a,0) € C gilt

(a,0)® (b,0) = (a+b,0),
(a,0) ® (b,0) = (a-b,0),

d.h. identifizieren wir a € R mit (a,0) € C, so ist R ein Teilkorper von C.
2.2 Definition. Wir setzen i := (0,1) € C. Die Zahl i € C heifit imagindre Einheit.

Nach der Definition von ® gilt
=(0,1)®(0,1) = (-1,0) = —

d.h. i ist eine Losung der Gleichung 22 +1 = 0.

2.3 Bemerkung. Der Korper C 148t sich nicht anordnen, d.h. es existiert keine Re-
lation ,,< “, so dass in C die Anordnungsaxiome von Abschnitt 1 gelten. In der Tat,
nehmen wir an, dass C sich anordnen lassen wiirde. Dann ist 4> > 0 und 0 < 72442 = 0.
Widerspruch!
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2.4 Bemerkung. Sei z = (a,b) € C mit a,b € R. Dann gilt

=a =1 =b
Identifizieren wir wie oben a mit (a,0) so erhalten wir
C>(a,b)=2z=a+1i-b.

Die reelle Zahl a heifit Realteil von z = a +1b und wird mit Re z = a bezeichnet. Ferner
heifit b Imagindgrteil von z = a + ib. Wir setzen Im z = b.

2.5 Definition. (Konjugation und Betrag). Es seien a,b € R und z = a + ib € C.

a) Die komplexe Zahl
Z:=a—1b

heiflt konjugiert komplexe Zahl von z.
b) Der Betrag |z| von z ist definiert als |z| := va? + b% > 0.

Fiir z € R stimmt die Definition des Betrags natiirlich mit der Definition aus Abschnitt
1 iiberein.

2.6 Lemma. (Rechenregeln fiir komplexe Zahlen). Fir komplexe Zahlen z,w € C
gelten die folgenden Rechenregeln:

a) Re(z+w)=Rez+Rew, Im(z+w)=Imz+Imw,

b) z+w=z4+w, zZ-w=2z- W,

c) z-zZ=|z%

d) z=0& |zl =0 Rez=0=1Imz,
e) |2 =z,

f) |z +w| < |z| + |w|, (Dreiecksungleichung)
Den Beweis iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

2.7 Bemerkung. (Die Gaufische Zahlenebene). Die komplexe Zahlen koénnen in der
Gauflschen Zahlenebene wie folgt dargestellt werden.
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Il Konvergenz von Folgen und Reihen

Viele der grundlegenden Sitze iiber Folgen und unendliche Reihen, welche wir im Fol-
genden untersuchen, gehen auf AUGUSTIN-LOUIS CAUCHY (1789-1857), einen der
bedeutendsten franzosischen Mathematiker seiner Zeit, zuriick. Lagrange sagte iiber
den zwolfjahrigen Cauchy, der schon als Schiiler ob seiner auflergew6hnlichen mahema-
tischen Begabung auffiel: ,, Vous voyez ce petit jeune homme, eh bien! il nous remplacera
tous tant que nous sommes de géometres und empfahl seinem Vater: ,,Lassen Sie dieses
Kind vor dem siebzehnten Lebensjahr kein mathematisches Buch anriihren. Wenn Sie
sich nicht beeilen, ihm eine griindliche literarische Ausbildung zu geben, so wird seine
Neigung ihn fortreien“. Cauchy wurde 1816 als Professor an der Ecole Polytechnique
in Paris berufen und seine drei groflen Lehrbiicher Cours d‘Analyse, Résumé des le¢cons
sur le calcul infinitésimal, Legcons sur le calcul différentiel waren zentrale Wegbereiter
zur modernen Strenge der Analysis. Im Cours d’Analyse wird die Theorie der unendli-
chen Reihen in einer Systematik entwickelt, die heute noch als vorbildhaft gelten kann.
Die von Cauchy benutzten unendlich kleinen Gréflen wurden von KARL WEIER-
STRASS (1815-1897) durch eindeutige und klare, in Ungleichungen ausgedriickte For-
mulierungen, ersetzt. Sehr hilfreich war auch eine standardisierte Buchstabenwahl: ¢
als beliebig kleine positive Zahl (wahrscheinlich abgeleitet von erreur) und ¢ als die zu
¢ gehorende Zahl. Ab 1864 lehrte er als Professor an der Berliner Universitét. In seinen
Vorlesungszyklen behandelt er die Konvergenz von Folgen und Reihen und allgemeiner
die Infinitesimalrechnung in , Weierstrafischer Strenge“ und wurde so zum Vater der
,Epsilontik“, welche heute in allen Vorlesungen iiber Analysis Standard ist.

1 Konvergenz von Folgen

Wir beginnen dieses fiir die Vorlesung und den weiteren Aufbau der Analysis sehr
wichtige Kapitel iiber Konvergenz von Folgen und Reihen mit einigen Vorbemerkungen
iiber Funktionen und deren Eigenschaften.

1.1 Vorbemerkungen. a) Es seien X,Y Mengen. Eine Funktion oder eine Abbil-
dung f : X — Y ist eine Vorschrift, welche jedem x € X in eindeutiger Weise
ein Element y € Y zuordnet. Wir schreiben

f: X =Y,z f(z).

15
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b) Die Menge graph(f) := {(z, f(z)) : x € X} C X x Y hei8t der Graph von f.

¢) Zwei Funktionen f: X — Y und ¢g: X — Y heiflen gleich, falls f(z) = g(z) fiir
alle z € X gilt.

d) Die Menge Abb(X,Y") ist definiert als die Menge aller Funktionen f: X — Y.

e) Essei f: X — Y eine Funktion. Dann heifit X Definitionsbereich von f und
f(X) der Bildbereich von f . Ferner heifit
[ injektiv, falls fiir alle 1, zo € X mit x1 # o gilt f(z1) # f(x2).
f surjektiv, falls f(X) =Y gilt.
f bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

f) Gilt Y C R bzw. Y C C, so hei8t f reellwertige bzw. komplexwertige Funktion.

Es sei M eine Menge. Wir nennen eine Abbildung f : N — M die jedem n € N ein
Element a, zuordnet, eine Folge in M . Setzt man a, := f(n) fiir alle n € N, so
schreiben wir (a,)nen. Gilt a, € R fiir alle n € N, so heifit (a,)nen reelle Folge; gilt
analog a,, € C fiir alle n € N, so heiit (a,),en kompleze Folge. Gelegentlich ist es
niitzlich, die Folge mit ay zu beginnen. In diesem Fall betrachtet man eine Folge dann
als Abbildung Ny — M und wir schreiben (ay)nen, -

Setzen wir a,, := (—1)" fiir n € N, so entsteht die Folge —1,1, —1,.... Ferner liefert die

Vorschrift a, := = fiir n € N die Folge 1,3, 3, .. ..

1.2 Definition. (Konvergenz von Folgen). FEine komplexe Folge (a,)nen konvergiert
gegen a € C, falls fiir alle ¢ > 0 eine Zahl Ny € N existiert mit

la, —a| < e fiir alle n > Nj.
In Quantoren geschrieben bedeutet dies
Ve>03 Ny € Nmit |a, —a|] <e Vn>N,.

Die Zahl a heifit Grenzwert oder Limes der Folge (a,)nen und wir schreiben

. n—oo
lim a, =a oder a, — a.
n—,oo

Existiert ein a € C mit lim,,_,o a,, = @, so heiit (a,),en konvergente Folge , andernfalls
divergente Folge . Konvergiert (a,)nen gegen 0, so heifit (a,)nen Nullfolge.
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Geometrische Deutung:

1.3 Bemerkungen. a) Der Grenzwert ist eindeutig bestimmt, d.h. gilt a,"~>a* und
n—o0 o

a, — ay fiir a* € C und a, € C, so folgt a* = a,.

Beweis. Sei € > 0 beliebig gewéhlt. Dann existieren Nj, NZ € N mit

la, —a*| < g fiir alle n > N;

la, — a.] < % fiir alle n > NZ.
Da a; — as = ay — a, + a,, — ay folgt
0 <lay — az| < a1 — an| + |a, — ag| < & fiir alle n > max{N,, N3},

d.h. es gilt |a; — as| = 0 und somit a; = a, wegen der klassischen Schlussweise der
Analysis 1.1.23.

b) Falls a, nur definiert ist fiir n > N fiir ein gewisses N € N, so bezeichnet man
(an,an41,--.) auch als Folge und wir schreiben (ay,)n>n-

1.4 Beispiele. a) Fiir a € C konvergiert die konstante Folge (a, a, . . . ) offensichtlich
gegen a.

b) Die Folge (+)n>1 ist eine Nullfolge.
Um dies zu verifizieren, sei ¢ > 0 gegeben. Nach dem Archimedischen Prinzip
[.1.23 existiert eine Zahl Ny € N mit Ny - > 1. Also gilt

1 1
‘__0|§_<5 fiir alle n > N,.
n No

c) ) Die Folge (;;%5)nen konvergiert gegen 1. Denn: sei ¢ > 0 gegeben. Wiederum
existiert nach dem Archimedischen Prinzip .1.23 ein Ny € N mit Ny-£ > 1. Also
folgt

n 1

1 N
|1_n+1‘:|n+1|<ﬁo<5’ fiir alle n > Nj.
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d)

Fiir n € N setze
1
Ay, = —_— .
" ; j(G+1)
Da j(ji—l) = ; — oy fiir alle j > 1 gilt, folgt a,, = 1 — 37 = iy fiir allen € N.

n—oo

Somit konvergiert (ay)nen gegen 1, d.h. (ay)y,>1 — 1. Obige Summe wird oft auch
als Teleskopsumme bezeichnet.

Es sei a, = (—1) fiir alle n € N. Dann divergiert (ay,)nen. Denn, nehmen wir an,
dass (a,) gegen ein a € C konvergiert. Dann existiert No € N mit |a, —a| < 3
fiir alle n > Ny. Also gilt fiir alle diese n
1 1
2 =lant1 — | < |api1 —al + |la—ay,] < 54—5:1.
Wir erhalten also einen Widerspruch, welcher bedeutet, dass (a,)en divergent
ist.

1.5 Definition. Eine Folge (a,)nen C C heifit beschrinkt, falls eine Konstante M > 0
existiert mit

lan,| < M fiir alle n € N.

1.6 Satz. Jede konvergente Folge (ay)nen ist beschrankt.

Beweis. Es gelte lim a, = a fiir ein @ € C. Nach Definition exisitiert fiir ¢ = 1 ein

n—oo

Ny > 1 mit |a, — a| < 1 fiir alle n > Ny. Also gilt fiir n > ng

lay| < lan, —al + |a| <1+ |al,

und somit

|an| < max {lail, lasl,. .., [ane-1],1+ |al} = M fiir allen € N.

~
endlich viele

1.7 Beispiele. a) Die Folge ((—1)"),en ist beschrénkt, aber nicht konvergent.

b) Fiir ¢ € C und n € N setze a, := ¢". Dann gilt:

i) Ist |g¢| > 1, so ist (@, )nen nicht beschrinkt, also divergent.

i) Ist |g| < 1, so ist (an)nen eine Nullfolge.
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1.8 Lemma. (Rechenregeln fiir konvergente Folgen). FEs seien (a,)nen und (bn)nen
konvergente Folgen mit lim a, = a und lim b, = b. Dann gelten die folgenden Aussa-
gen' n—oo n—oo

n—oo

a) (an +by)—a+0b

b) (an - by)=Sab.

n—oo

c) Ist b # 0, so existiert ein Ny € N mit b, # 0 fiir alle n > Ny und (3 )n>n, —

SallS]

Beweis. a) Sei € > 0. Dann existieren Ni, No € N mit

lap, —a| < =, n> Ny,

N O M

|b’n - b| < s n Z NQ.

Setzen wir Ny := max{ Ny, No}, so gilt

la+b— (an +by)| < la—ap|+1b—b,| <e fiiralle n > ny,
—_———  ——

< <

ML)
[

also die Behauptung. )
Die Aussagen b) und c) iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

Das folgende Beispiel illustriert gut die obigen Rechenregeln fiir konvergente Folgen.
Fir n > 2 setzen wir

3n? —2a+1
Qp = ————.
" —n?2+n
2,1
Dann ist a, = 3_7{“:;2 fiir alle n > 2 und es folgt aus obigem Lemma 1.8, dass

lim, 0, = —3 gilt.

Eine wichtige Vorgehensweise um eine gegebene Folge auf Konvergenz zu untersuchen,
besteht darin, ihre Folgenglieder gegen die einer konvergenten Folge abzuschétzen.
Hierzu miissen wir jedoch sicherstellen, dass Konvergenz und Ordnung miteinander
vertréiglich sind. Dies ist jedoch die Aussage des folgenden Lemmas.

1.9 Lemma. (Vertriglichkeit von Konvergenz und Ordnung). Es seien (a,)nen und
(bp)nen konvergente reelle Folgen mit lim a,, = a und lim b, = b. Existiert ein Ny € N

) n—00 n—00
mit a, < by, fir alle n > Ny, so folgt a < b.
Beweis. Wir nehmen an, dass die Aussage des Lemmas falsch sei, d.h. dass a > b gelte.
Fiir € := “T’b > () existiert nach Voraussetzung ein Ny € N mit

a—a, <la—ay| <e firalle n> N,
by —b <|b—b,| <e fiiralle n> Nj.
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Deshalb gilt

b oopeo B a-b_ath
n £ 2 T 2

=a—¢<a, firallen> Nj,.

Widerspruch!

Der folgende sogenannte ,,Sandwichsatz“ folgt unmittelbar aus obigem Satz.

1.10 Korollar. (Sandwichsatz). Es seien (an)nen, (bn)nen und (cn)nen reelle Folgen.

Es gelte lim a, = lim b, = a und es existiere ein Ng € N mit
n—0oQ n—0Q

an < ¢, <b, fir allen > Ny.

Dann st lim ¢, = a.
n—,oo

Fiir den weiteren Aufbau der Analysis ist es wichtig, Kriterien zu entwickeln, welche die
Konvergenz einer Folge implizieren ohne deren Grenzwert explizit zu kennen. Hierzu
fithren wir folgende Begriffe ein.

1.11 Definition. Eine reelle Folge (a,)nen heift

a) monoton wachsend, falls a,,1 > a, fiir alle n € N,

b) streng monoton wachsend, falls a,1 > ay, fiir alle n € N,
c¢) monoton fallend, falls a,,1 < a, fiir alle n € N,

d) streng monoton fallend, falls a,.1 < a, fiir alle n € N.
Gilt einer der Fille i)-iv), so heiit (a,)n,en monoton.

1.12 Satz. Jede beschrinkte monotone reelle Folge (ap)nen konvergiert und zwar
a) gegen sup{a, : n € N}, falls (an)nen monoton wachsend,
b) gegen inf{a, : n € N}, falls (a,) monoton fallend ist.
Beweis. a) Das Vollstindigkeitsaxiom impliziert, dass s := sup{a, : n € N} existiert.

Wir folgern aus der Charakterisierung des Supremums in Satz 1.1.22, dass fiir gegebenes
€ > 0 ein Ny € N existiert mit der Eigenschaft, dass

s—e<y, <a,<s forall n> Ny

gilt. Deshalb ist —e < a, — s < 0 fiir alle n > Ny und es gilt |a, — s| < ¢ fiir alle
n Z N().
Der Beweis der Aussage b) verlduft analog.

O

Der obige Satz ist sehr niitzlich um die Wurzelfunktion zu definieren.
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1.13 Satz. Es seia > 0 und k € N mut k > 2. Dann existiert genau eine reelle Zahl

w > 0 mit w* = a. In diesem Fall schreiben wir ¥/a := a'/* = w.

Beweis. Wir beginnen den Beweis mit der Ezristenz der Zahl w. Hierzu definieren wir
eine Folge (a;);en rekursiv via

_ ok

a—a;

k'a,k)’

J

a = a+1, aji1 = a;(l+ jeN

Mit vollstédndiger Induktion beweisen wir die folgenden Aussagen:
a) a; > 0 fiir alle j € N,
b) af > a fiir alle j € N,
¢) ajr1 < aj; fir alle j € N, d.h. (g;);en ist eine monoton fallende Folge.

Fiir den Beweis der Aussage b) verwenden wir im Induktionsschritt mit Vorteil die
Bernoullische Ungleichung. Da die Folge (a;);en beschrankt und monoton fallend ist,
impliziert Satz 1.12, dass

w = lim a; = inf{q; : j € N}

j—o0
gilt. Ferner ist lim aj4; = w und (lim q;)* = lim af > a > 0. Weiterhin, da
j—o0 J—00 J—oo
1.8b)

k k

a— a; I —00 a—w
aj1 = aj(1+ —2)"ZFw- (1+ ,
L = R =

gilt, folgt w = w(1 + ak__;j’:) und somit a = wk.

Um die Eindeutigkeit der Zahl w zu beweisen, betrachte u,v > 0 mit u¥ = w = v*¥ und
u # v. Es sei o0BdA u < v. Dann gilt aber w = u* < v*¥ = w. Widerspruch!

0

Wir wollen an dieser Stelle noch die obige Folge (a;)jen geometrisch interpretieren.
Sie ist Grundlage zur ndherungsweisen Berechnung der Wurzel einer gegebenen reellen
Zahl a > 0, wie zum Beispiel auch im Newton- Verfahren.



22 Kapitel II Konvergenz von Folgen und Reihen

Betrachtet man die Tangente an die Funktion f(z) = z*¥ — a im Punkt = = a;, so

schneidet diese die x-Achse im Punkt z = a;;;. Wir bemerken ferner dass dieses
Verfahren fiir jeden Startwert a; > 0 konvergiert und dass eine Konstante M > 0
existiert mit |/a—a;41| < M|{/a—a;|?, j € N. Wir sprechen deshalb von quadratischer
Konvergenz des Verfahrens.

1.14 Bemerkung. Ausgehend von der n-ten Wurzel {/a einer reellen Zahl a > 0
definieren wir allgemeiner fiir p,q € N

aP/® = (a'/9)P = (aP)V/1,
und setzen fiir a > 0
a P/ .= (a—l)p/q.

0

Setzen wir ferner a” := 1, so erhilt man via vollstindiger Induktion die folgenden

Rechenregeln
aPtl = gPa?, P = (aP)7,  aPbP = (ab)?

fiir a > 0,b > 0 und p,q € Q. Wir werden spiter die allgemeine Potenz a” fiir a > 0
und =z € R elegant mit Hilfe der Exponentialfunktion definieren. Aus diesem Grunde
belassen wir es an dieser Stelle mit der obigen rudimentéiren Betrachtung von a? fiir

7€Q
Wir kommen nun zu einer weiteren Anwendung des Satzes 1.12.

1.15 Satz. (Die Zahl e). Die Folge (a,)nen Sei definiert durch

Dann ist die Folge (an)nen konvergent. Ihr Grenzwert heifst Eulersche Zahl und wird
mit e bezeichnet. Ferner gilt die Abschdtzung

2< lima, =e < 3.

n—0o0

Beweis. Nach obigem Satz 1.12 und Lemma 1.9 geniigt es zu zeigen, dass
a) (@n)nen eine monoton wachsende Folge ist und dass
b) 2 < a, < 3 fiir alle n > 1 gilt.
zu a): Wir verifizieren mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung, dass fiir n > 2

) (Y a1y
U1 (L)"_l_ L n—1 n? n—1

n—1

_ (1 3 i) o BernZoulli (1 B l) no_ L

n? n—1 nn-—1
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Also gilt a,, > a,,_; fiir allen € N.
zu b): Nach der obigen Aussage a) gilt a; = 2 < a, fiir alle n € N. Weiter ist

_ 1\ nBinsatzx~ (n) 1 “~ (n)\ 1
an_(1+ﬁ) 115 ;(3)5_2_{_;(]);

Fiir 2 < 57 < n gilt ferner

(n)l n! 1 1-2---m 1 1 1
— = —— = : =< =<
n gt = gt T 2

und somit

3

1 = 1 leh (1_l)n
R o

Illlb 1—2

0

Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir noch einige weitere, wichtige Grenz-
werte. Die Beweise der folgenden Aussagen d) und e) sind sehr niitzliche Ubungsauf-
gaben, welche ein gutes Verstindnis des Konvergenzbegriffs einfordern.

1.16 Beispiele. a) Fiir s € Q gilt

Zu gegebenem & > 0 wihlen wir Ny € N mit N > (¢)= . Dann gilt L < ¢ fiir alle
n > N().
b) Fiir a > 0 gilt

lim Va = 1.

n—0oQ

Wir betrachten zunéchst den Fall ¢ > 1. Setzt man b, := {/a, so folgt aus der Bernoul-
lischen Ungleichung a = (1 + b,)™ > 1 + nb,,. Insbesondere ist also b, < = und wéhlen
wir Ny > £, so gilt

|Va—1]=b, <&, n>N.

Gilt @ < 1, so ist a=! > 1 und mittels der in Lemma 1.8 c¢) bewiesenen Rechenregel
folgt die Aussage aus dem oben bewiesenen:
lim {/a = ( lim {‘/5_1)_1 =1.
n—r00 n—r0o0
c) Es gilt
lim /n = 1.

n—oo
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Der Binomische Lehrsatz impliziert fiir b, := /n —1> 0

n(n —1)

n=(1+b,)">1+b, alson—1> 5

b2,
Daher ist bi < % fiir alle n € N und wihlt man zu € > 0 ein Ny € N mit Ny > E%, SO
gilt
|/n—1]=b,<e, n> Np.
d) Fiir a € C mit |a| > 1 und k € N gilt

d.h. fiir @ mit |a| > 1 wichst die Funktion n — a” schneller als jede Potenz n — nk.
In dieser Situation sind zwei entgegengesetzte Krifte am Werk: der Zihler n* wiichst
iiber alle Grenze, wihrend der Term ,%n nach Null strebt. Es ist nun nicht ohne weiteres
einzusehen ist, welcher Term iiberwiegt.

e) Fiir a € C gilt

d.h. die Fakultit n — n! wichst schneller als jede der Funktionen n — a™.
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2 Der Satz von Bolzano-Weierstral3

Im vorherigen Abschnitt haben wir gesehen, dass jede konvergente Folge beschrinkt ist.
Wir untersuchen im Folgenden nun den umgekehrten Sachverhalt, d.h. wir betrachten
beschrinkte Folgen und fragen nach der Existenz von konvergenten Teilfolgen. Be-
trachtet man das Beispiel der Folge (an)neny = (—1)", so ist obige Frage leicht zu
beantworten: es existieren mindestens zwei konvergente Teilfolgen, ndmlich (ag,)nen
und (asgnt1)nen. Der folgende Satz von Bolzano-Weierstrafl gibt eine postive Antwort
auf diese Frage im allgemeinen Kontext.

Wir beginnen diesen Abschnitt mit der formalen Definition einer Teilfolge einer ge-
gebenen Folge.

2.1 Definition. Es sei (a,)nen eine Folge und ¢ : N — N eine streng monoton wach-
sende Funktion (d.h. ¢(n + 1) > ¢(n) fiir alle n € N). Dann heifit die Folge (ay))
Teilfolge von (an)nen- Setzt man (k) := ny, so schreiben wir auch (an, )ken-

keN

Zur Erlduterung der Definition betrachten wir die Folge (ap,)nen := (—1)". Wéhlen wir
in der obigen Definition p(n) = 2n, so gilt as, = 1 fiir alle n € N; wihlen wir hingegen
p(n) =2n+ 1, so gilt ag,; = —1 fiir allen € N.

2.2 Lemma. FEs sei (ay)neny C R eine beschrinkte Folge. Dann besitzt (an)nen €ine
monotone Teilfolge.

Beweis. Eine Zahl n € N heif}e klein, falls a,, < a; gilt fiir alle [ > n. Wir unterscheiden
nun zwei Félle:

a) Zu jeder Zahl m € N existiert ein kleines n > m.

b) Es existiert [ € N, so dass alle kleinen n kleiner als [ sind.

zu a): Wir setzen

©(1) := min{n € N: n klein},
o(k+1) = min{n € N:nkleinund n > ¢(k)}, keN

Dann ist ¢ nach Konstruktion eine streng monoton wachsende Funktion und die Folge
(@p(k))ken ist monoton wachsend.
zu b) In diesem Fall existiert fiir alle m > [ ein j > m mit a; < a,,. Wir setzen

p(l) = I,
p(k+1) = min{j e N:j > ¢(k)und a; < appy}, keN

Dann ist ¢ streng monoton wachsend und die Folge (a,(k))ren ist monoton fallend.
O
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2.3 Theorem. (Bolzano-Weierstraf}, 1. Fassung). Jede beschrinkte Folge (ay)nen C C
besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Fiir den Fall, dass (a,)nen eine reelle Folge ist, folgt die Behauptung unmittel-
bar aus Lemma 2.2 und Satz 1.12.
Wir betrachten im Folgenden also eine komplexe Folge (a,)nen, d.h. a, € C fiir alle
n € N. Dann ist (Rea,)nen eine beschrinkte reelle Folge und nach der obigen Aussa-
ge fiir reelle Folgen, besitzt diese eine konvergente Teilfolge (Re ay, (k))nen. Ferner ist
(Im @y, (k) )nen eine reelle beschrankte Folge. Wiederum existiert nach der obigen Aus-
age eine konvergente Teilfolge (Im ay,op, (k))ken- Setzen wir ¢ = ¢, 0 1, s0 ist ¢ streng
monoton wachsend und (ch(k))keN ist eine konvergente Teilfolge von (a,)nen-

O

Um die obige Ausage des Satzes von Bolzano-Weierstrafl noch aus anderen Perspektive
zu verstehen, filhren wir an dieser Stelle den Begriff des Haufungspunktes einer Folge
ein.

2.4 Definition. (Hiufungspunkt). Eine Zahl a € C heif8t Hiufungspunkt der Folge
(@n)nen C C, falls fiir alle & > 0 unendlich viele n € N existieren mit |a — a,| < ¢.

2.5 Beispiele. a) Es sei a, = (%,2, %,3,%,4,...). Dann ist ¢ = 0 ein Haufungs-

punkt der Folge (a,)nen, die Folge (a,)qen ist aber divergent.

b) Die Folge (ay)nen = (i")pen = (1,4, —1,—14,1,4,—1,...) besitzt 4 Hiufungspunk-
te, ndmlich 1,7, —1, —i.

c¢) Es sei a, = n fiir alle n € N. Dann besitzt die Folge (a,)nen keine Haufungs-
punkte und auch keine konvergente Teilfolge.

Im Folgenden bezeichne K den Korper der rellen oder komplexen Zahlen, d.h. es gilt
K =R oder K=C.

2.6 Bemerkungen. a) Fiir a € Kund ¢ > 0 setze U.(a) := {z € K: |a — 2| < €}.
Dann heifit U, (a) eine e-Umgebung von a.

b) Eine Zahl a € K ist Limes der Folge (a,)nen C K, genau dann wenn fiir alle e > 0
die Menge U, (a) fast alle Folgenglieder a,, enthilt, d.h. alle bis auf endlich viele.

¢) Eine Zahl a € K ist Haufungspunkt der Folge (a,)neny € K genau dann wenn fiir
alle € > 0 die Menge U.(a) unendlich viele Folgenglieder a,, enthilt.
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2.7 Lemma. FEs sei (ay)nen €ine Folge in K und a € K. Dann ist a genau dann
ein Haufungspunkt von (an)nen wenn eine Teilfolge (an,) oy 00N (Gn)nen ewistiert mit

lim a,, = a.
k— 00 "k

Beweis. =: Die Bemerkung 2.6 c¢) impliziert, dass fiir alle € > 0 unendlich viele Fol-
genglieder a,, in U, (a) liegen. Setze n; := 0 und wibhle fiir alle £ > 1 ein n; > ny_; mit
an, € U1 (a). Dann ist (ny)ken streng monoton wachsend und es gilt |a — a,, | < ¢ fiir
alle £ >'1, d.h.

lim a,, = a.
k—o0
<: Sei a := klim an,. Dann enthélt U, (a) fiir alle ¢ > 0 fast alle a,, fir £ € N, also
— 00

unendlich viele, vgl. die Bemerkung 2.6 b) und c).
U

2.8 Theorem. (Bolzano-Weierstra$}, 2. Fassung). Jede beschrinkte reelle Folge (ay)nen
besitzt einen Hiufungspunkt. Ferner besitzt die Menge der Hiufungspunkte von (an)nen
ein Minimum r und ein Mazimum s.

In der obigen Situation setzen wir

r :=liminfa, bzw. lim, , a, (Limes Inferior),
n—o

s :=limsupa, bzw. lim, ,,a, (Limes Superior).
n—00

Beweis. Es sei H := {a € R : a ist Hiufungspunkt von (a,)nen}. Dann gilt
inf{a, : n € N} <h <sup{a,:n €N} fiir alle h € H.

Ferner impliziert der Satz von Bolzano-Weierstrafl in der ersten Fassung 2.3 sowie Lem-
ma 2.7, dass H # () gilt. Nach dem Vollstindigkeitsaxiom existiert s := sup H. Es ist
noch zu zeigen, dass s € H gilt. Hierzu sei € > 0 gegeben. Nach der Charakterisierung
des Supremums gegeben in Satz 1.1.22 existiert ein ¢ € H mit

a<s<a+6
— 2.
Es gilt also [s — a| < §. Fiir z € Uz (a) gilt dann
£ €
— < — —_ — — =
ls—z| <|s—a|+]a $|<2+2 £,

d.h. Uz (a) C Uc(s). Nun enthélt Uz (a) unendlich viele a,, also auch U,(s). Die Bemer-
kung 2.6 impliziert damit, dass s € H gilt.
Der Beweis fiir den Limes Inferior verlduft analog.

O
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2.9 Beispiele. a) Wir betrachten wiederum die Folge (a,)neny = ((—1)")nen. Dann
gilt klarerweise lim sup,,_,, a, = 1 und liminf, , a, = —1.
b) Wir betrachten die Folge

123123451 7
4

welche formal gegeben ist durch

J e o
ap = Tl firn=k"4+74, j=1,2,....2k+1,keN,.
Dann kommt jede rationale Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 2 in dieser Folge (sogar unendlich
oft) vor und es gilt limsup,,_, @, = 2 und liminf,_, a, = 0. Ferner ist jedes x mit
0 < x < 2 ein Haufungspunkt der obigen Folge. Insbesondere besitzt diese Folge also
unendliche viele Hiufungspunkte.

Bisher hatten wir die Konvergenz einer Folge nur fiir den Fall untersucht, dass der
Grenzwert explizit bekannt war. Eine Ausnahme bildete nur der Satz 1.12. Wir be-
trachten nun ein sogenanntes “inneres” Kriterium.

2.10 Definition. Eine Folge (a,)nen C K heifit Cauchyfolge, falls fiir alle ¢ > 0 ein
Ny € N existiert mit
la, —ap| < e firalle n,m > Ny.

2.11 Theorem. FEs sei (ay)nen C K eine Folge. Dann ist (ap)nen genau dann konver-
gent, wennn die Folge (a,)nen eine Cauchyfolge ist.

Beweis. =: Es sei a = lim,,_,, a, und ¢ > 0. Dann existiert ein Ny € N mit [a—a,| < §
fiir alle n > Ny, also gilt

€ €

lan — G| < lap —a| + |a— ap| < ;t5=¢5 n,m > Np.
<: Es sei (ay)nen eine Cauchyfolge. Wir unterteilen den Beweis in 3 Schritte:
a) Die Folge (a)nen ist beschrinkt.
Um dies zu zeigen, wihle my € N so, dass |a, — a,,| < 1 fiir alle n,m > my. Dann
gilt |an| — |am| < |an — am| < 1 fiir alle n,m > mg. Also ist |a,| < 14 |am,]| fiir alle
n > mg. Daher gilt |a,| < max{|agl, |a1|,. -, |@me_1];1 + |am,|}, 7 € N, und somit ist
(@n)nen eine beschriankte Folge.
b) Der Satz von Bolzano-Weierstraf} in der ersten Fassung impliziert, dass (a, )nen €ine
konvergente Teilfolge (a,, )xen besitzt mit limg_,o a,, = a.
c) Sei € > 0 gegeben. Die Voraussetzung impliziert, dass ein m; € N existiert mit
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an — | < § fiir alle n,m > m,;. Nach dem Schritt b) gilt |a — a,,| < § fiir alle
ng > my. Also gilt fiir alle n > my

|a'n_a| < ‘a”_a”k‘+|a’nk _a| <g,
—_—— N —

< <

(ML)
no|m

n—oo

d.h. a, — a.
O

2.12 Bemerkungen. a) Die Tatsache, dass jede Cauchyfolge in K konvergiert, heifit

auch Vollstindigkeit von K.

b) Die Menge der rationalen Zahlen Q definiert in Abschnitt I.1 ist nicht vollsténdig!

c) Es gilt

Vollstindigkeitsaxiom <= Archimedisches Prinzip und Vollstindigkeit von R
<= Archimedisches Prinzip und Satz von Bolzano-

Weierstrafl in R
d) Fiir ¢ € C mit ¢ # 1 und |¢| = 1 setzen wir a, := ¢™. Dann gilt

lani1 — an| = |g"l¢g—1| =]¢g—1] >0 fiir allen > 1.
Also ist (ay,)nen keine Cauchyfolge und somit ist die Folge (a,,),en divergiert. Wir haben

also gezeigt, dass die Folge (¢")nen genau dann konvergent ist, falls |g| < 1 oder ¢ =1
gilt.

Wir fiihren folgende Notation ein: fiir a,b € R mit a < b setzen wir
[a,b] :={z € R:a <z <b}.

und nennen dies das abgeschlossene Intervall [a, b].

2.13 Theorem. (Banachscher Fixpunktsatz). Es seien a,b € R mit a < b und [ :
[a,b] — [a,b] eine Abbildung. Es existiere ein ¢ € R mit 0 < ¢ < 1 und

(2.1) f(z) — fw)| < qlz —y| firalle z,y € [a,b]

Dann ezistiert genau ein v € [a,b] mit f(r) = r. Dies bedeutet, dass r ein Firpunkt
von f ist.

2.14 Bemerkung. Eine Abbildung, welche die obige Bedingung (2.1) erfiillt, heifit
strikte Kontraktion.
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Beweis. Fiir ein zy € [a,b] und n € Ny definiere

Tpt1 1= f(xn)

Dann gelten die folgenden Aussagen:
a) Die Folge (z,,)nen ist konvergent.
Wir zeigen zunichst die Ungleichung

| T — Zm—1] < qm_1|$1 —zol, m>1,

via Induktion. Der Induktionsanfang m = 1 ist klar. Sei die Behauptung also fiir m
schon bewiesen. Dann gilt

[Tmt1 — Tm| = |f(@m) = f(@m-1)],
Vor.
< qlrm — Tme],
Ind.Vor. 1
< qq™ o — zo| = ¢ @ — w0

Also gilt fiir m > n

| T — < Zm — T | + [Tt — T2 + -+ [Tng1 — Zal,
< (qm_1+qm_2+...+q")|x1—:E0|,
o Rein 1—gmm n_ m n
T g 1_ |z1 — xo| = = |331—3U0|S1_q|331—$0|-

Da 0 < ¢ < 1 folgt aus Bemerkung 2.12¢), dass lim ¢" = 0 gilt. Also ist (Z,)nen
n—oo

eine Cauchyfolge und Theorem 2.11 impliziert, dass (x,)nen konvergiert. Wir setzen

r:= lim x,.
n—oo

b) Es gilt f(r) =r.
Um dies zu zeigen sei € > 0. Dann existiert ein Ny € N mit |r — z,| < § fiir alle
N > N, also

|f(’f') - T| < |f(’f') - xno+1| + |$n0+1 - T‘|,
= |f() = (@) | + |Tngs1 — 7],

e €
< q|r—xn0|+\$n0+1—r\<§+§<6.

Die klassische Schlussweise der Analysis aus Kapitel 1.1.23 impliziert, dass f(r) = r
gilt.

c¢) Der Fixpunkt r ist eindeutig bestimmt.

Wir nehmen an, dass ein ' € [a, b] existiere mit f(r') = r’. Dann gilt

r=r'[=1f(r) = f()] < qlr =7'|.

Hieraus folgt (1 — q)|r — 7’| = 0, welches |r — r'| = 0 und wiederum r = 7’ impliziert.
0
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2.15 Bemerkungen.

a) Der obige Beweis ist konstruktiv, d.h. wir konstruieren den Fixpunkt r als r =
lim f*(r) mit f*=fofo---0o f.

n—oo

b) Es gelten die folgenden Fehlerabschitzungen:

n

q
rT— Ty <
ol < g
q
l—gq

|z1 — 20| a-priori-Abschitzung,

r—x,| < |z, — xn 1| a-posteriori-Abschditzung.
c¢) Der Banachsche Fixpunktsatz gilt auch, falls [a,b] durch R ersetzt wird.
d) Eine Verallgemeinerung des Satzes auf vollstdndige metrische Rdume wird in der

Vorlesung “Gewohnliche Differentialgleichungen” wichtig sein.
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3 Unendliche Reihen

Es sei (an)nen, eine Folge in K, wobei wiederum K = R oder C gilt. Wir gehen in
diesem Abschnitt der Frage nach, unter welchen Bedingungen die Reihe > a,, kon-
vergiert. Natiirlich miissen wir zunéchst prézisieren, was wir unter einer Reihe und
deren Konvergenz beziehungsweise Divergenz verstehen und beginnen deshalb mit der
folgenden Definition.

3.1 Definition. a) Es sei (a,)nen, €ine Folge in K. Wir nennen das Symbol

o

ag+ay +as+ ... oder Zaj.
§=0
eine unendliche Reihe mit Gliedern a,,.

n
b) Weiter heifit s, := ) a;,n € Ny, die n-te Partialsumme der Reihe.
j=0

c¢) Konvergiert die Folge (sn)nen, gegen s € K, so heifit die Reihe Y a; konvergent und
7=0

o0
wir setzen s := ) a;. Andernfalls, heifit die Reihe divergent.
=0

3.2 Beispiele. a) Die geometrische Reihe. Es sei ¢ € C mit |¢| < 1. Dann gilt
o
So-it,
=0

111b l—gntl n—soo 1
denn s, = J i
" Zq = 1)1 —¢q

b) Die harmomsche Reihe. Die Reihe

ist divergent. Betrachtet man die Differenz der Partialsummen s,, — s, fiir n > 1, so
gilt
1 1 1
Son — Sp = —2>n-—=_.
oo Z i o 2
j=n+1

Dies bedeutet, dass die Folge der Partialsummen (s,),en keine Cauchyfolge ist und
somit die harmonische Reihe divergiert.
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c¢) Die Reihe )

n=1

—n(n1—|—1) ist konvergent und es gilt

= 1
2~

n=1

: .
In der Tat gilt j(jil) = j-ji-l 7 ; tiir alle j € N. Setzen wir ¢, := 25, so ist
—— =
=:cj =icj1

n
Cn = Co + Z(cj - cjfl)
j=1

eine sogenannte Teleskopsumme und es gilt

n

> e = e
j:lj(j+1) n+1 '

Analog zur Situation von Folgen, in welcher das Cauchykriterium 2.11 ein inneres
Kriterium fiir die Konvergenz einer Folge darstellte, existiert auch fiir Reihen ein solches
inneres Kriterium. Genauer gilt das folgende Lemma.

3.3 Lemma. (Cauchykriterium fiir Reihen).  Die Reihe Z;’io a; konvergiert genau
dann, wenn fir alle € > 0 ein Ny € N existiert mit

‘Zaj| <e  fir alle n,m > Nj.

j=n
Beweis. Der Beweis ist einfach. Da | Y37 a;| = [s;,—s,-1] fiir allen,m € Nmit m,n >
N gilt, folgt die Behauptung aus dem Cauchykriterium fiir Folgen; vgl. Theorem 2.11.

O

Wiéhlen wir in obigem Lemma 3.3 speziell n = m, so folgt, dass die Glieder einer
konvergenten Reihe notwendigerweise eine Nullfolge bilden. Wir halten diesen wichtigen
Sachverhalt explizit im folgenden Korollar fest.

3.4 Korollar. Es sei ) a; eine konvergente Reihe. Dann ist lim a; = 0.
j=0 j—o0

Das Beispiel der harmonische Reihe zeigt, dass die Umkehrung von Korollar 3.4 nicht
gilt.
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3.5 Bemerkung. Es sei (a;),en eine Folge mit positiven Folgengliedern, d.h. es gelte
a; > 0 fiir alle j € N. Dann ist Z;’;l a; genau dann konvergent, wenn die Folge der
Partialsummen (s,)nen beschrinkt ist.

Beweis. Es sei ), a; eine konvergente Reihe, welches bedeutet, dass die Folge der
Partialsummen (s,)n,en konvergiert. Satz 1.6 impliziert nun, dass die Folge ($;)nen
beschrinkt ist.

Umgekehrt ist (Z_?:l aj)nen €ine monoton steigende Folge, da a; > 0 fiir alle j € N,
gilt. Nach Voraussetzung ist die Folge der Partialsummen (s,),en beschrinkt, welches

nach Satz 1.12 bedeutet, dass (s,)nen konvergent ist.
O

3.6 Beispiel. Wir betrachten die Reihe ) >° 0% | und zeigen im Folgenden, dass

gilt, wobei die Zahl e bereits in Satz 1.15 als e = lim (1 + ) definiert wurde.

n—00

Fir n € N setze a, = (1 + 5) . Der Beweis von Satz 1.15 impliziert, dass a, <
27 0 Ji 3 fiir alle n > 1 gilt. Deswegen ist die Folge (s,)nen definiert durch

sn::z:,l n €N

ik
Jj=0

beschrinkt und die obige Bemerkung 3.5 impliziert, dass Z] 05t L konvergiert. Wir

bezeichnen den Grenzwert der Reihe mit €' := Z;’io e Lemma 1 9 impliziert, dass
nh_)rgoan =e< ZJ 031 = = ¢’ gilt. Also gilt e < €'.

L fiir alle m € N. In der Tat

Wir zeigen nun die umgekehrte Ungleichung: e > ZJ o7t

gilt firn>m >1

j-Faktoren
- -

n m m ; N
Binom.SatzE: n 1 n 1 1 n n—-1 n_]+1
= —> — = b - P .

n (j>n7_2<j>n7 Zj! n n n

J=0 Jj=0 J=0 "7 N
=1 —1 —1
N -~ -
—1(n—00)

Nach Lemma 1.9 gilt hmn_m a, = e > Z 0 ,, also e > lim,,_, o Z] 0 J, =¢.
Zusammenfassend gilt also ¢’ = e und die oblge Behauptung ist bewiesen.

Um Abschitzungen fiir die Eulersche Zahl e zu gewinnen, betrachte

dpk = Sp+k — Sny,  k,m €N
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Dann gilt fiir beliebige n, k € N

1 Sk — 1
< dn 7
(n+1)! =™ = (n+1)
fiir £ — oo ergibt sich somit
1 e—1
3.1 —<e—85, < —
(3:1) n+1)! = "=y

Obige Abschétzung liefert fiir n = 2 nicht nur die Abschitzung 2,66 < e < 2, 8, sondern
sie ist auch Grundlage fiir den folgenden Beweis der Irrationalitit der Fulerschen Zahl
e.

3.7 Satz. Die Fulersche Zahl e ist irrational.

Beweis. Wir nehmen an, dass e rational wire. Dann kénnte man e in der Form e = p/q
mit p,q € N darstellen. Betrachtet man die obige Abschitzung (3.1) fiir n = ¢ und
multipliziert diese Ungleichung mit ¢!, so folgt

1 2
0<——< - =gqlsy, < — <1,
q+1_p(q )N —qlsq e
und somit
0<p(lg—1)!—gls, < 1.

Da jedoch p(q — 1)! — ¢!s, € Z gilt, ist dies unmdglich und wir erhalten einen Wider-
spruch.
U

Wir untersuchen im Folgenden die Konvergenz von Reihen, deren Folgenglieder alter-
nierende Vorzeichen haben und beginnen mit dem Konvergenzkriterium von Dirichlet.

3.8 Satz. (Konvergenzkriterium von Dirichlet).  Es sei (ay)nen C C eine kompleze
Folge derart, dass die Partialsummen (sp)nen = (32—, @j)nen beschrinkt sind. Ferner
sei (en)nen eine monoton fallende Nullfolge. Dann ist Zjo; gja; konvergent.

Ein wichtige Folgerung hieraus ist das sogenannte Leibniz-Kriterium.

3.9 Korollar. (Leibniz-Kriterium). FEs sei (€,)nen €ine monoton fallende Nullfolge.
Dann konvergiert Y 2> (=1)7e;.
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3.10. Beispiele und Bemerkungen.

j=0

a) Die Reihe

1

i(_l)j 1 _1_14_1___’_1_
j+1 2 3 4 5 7

ist konvergent und heifit alternierende harmonische Reihe. Wir zeigen in Analysis II,

dass der Grenzwert der Reihe Z;io
o0

(—1)7'].% gleich log 2 ist.

b) Eine Reihe Y~ (—1)7a; mit a; > 0 fiir alle j € Ny heifit alternierend.

=0

Beweis von Satz 3.8. Fiir m,n € N mit m > n setze

m
On,m = E €50;.
j=n

Die Voraussetzung besagt, dass lim;_,, ¢; = 0 gilt. Nach Lemma 3.3 (dem Cauchykri-
terium) geniigt es also zu zeigen, dass eine Konstante M > 0 existiert mit

|Un,m| S Mgn

Wir setzen C := sup{|s,| : n € N}, wobei s, := > "

On,m

j=n—1

Deshalb ist

fiir alle n,m > 1.

j—1 @j- Fir m >n >1 gilt dann

m m m m

= ) gja; =) gi(si—sim1) =D g8 — Y &5 Sjm1
i=n i=n i=n i=n
m m—1

= ) gisi— Y €S =
i=n

m—1

E (€j — €j4+1)Sj + EmSm — EnSn—1-
Jj=n

m—1
[Onml < (&5 — €j41) 85| + EmlSm| + €nlsn-1]
i S
Jj=n >0
m—1

™

Il
S

Il
_

(8j — 8j+1)0 + EmC + €nC

en — Em)C + £ C + ,C = 2¢,C = Meg,

mit M := 2C und die Behauptung folgt aus dem Cauchykriterium 3.3.

Ein sehr wichtiger Konvergenzbegriff von Reihen ist der der absoluten Konvergenz.

d
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3.11 Definition. (Absolute Konvergenz). Eine Reihe Y 7 a; heifit absolut konver-
gent, falls 322 |a;| konvergiert.

3.12 Bemerkung. Wir folgern aus dem Cauchykriterium fiir Reihen, Lemma 3.3,
dass jede absolut konvergente Reihe Z;io a; konvergiert. In der Tat folgt aus der
Dreiecksungleichung, dass |77, a;| < 377 |a;l fiir alle m > n gilt. Die Behauptung
folgt dann aus Lemma 3.3.

3.13 Satz. (Majorantenkriterium). Fs seien (a;)jen, C C und (bj)jen, C R Folgen
mit |a;| < b; fir fast alle j € Ny. Konvergiert die Reihe Z;io b;, so ist die Reihe
>jeo @; absolut konvergent.

In der obigen Situation heifit die Reihe > 2 b; eine Majorante von Y% a;.

Der Beweis von Satz 3.13 ist wiederum einfach. Da > 7" |a;| < 377 b; fiir allem > n
gilt, folgt die Behauptung aus dem Cauchykriterium, Lemma 3.3.
Beispiel. Nach Beispiel 3.2 ¢) konvergiert die Reihe Y%7 21— . Da 0 < — < L

- ooj=0 i(G+1) (+1)? = 5(G+1)

fiir alle j € N gilt, folgt, dass die Reihe > ﬁ => J% konvergiert.

Wir wihlen nun als Majorante speziell die geometrische Reihe und erhalten damit das
sogenannte Wurzelkriterium.

3.14 Satz. (Wurzelkriterium). Es sei (an)nen, €ine Folge in C.
a) Es existiere 0 < ¢ < 1 mit

V|an| < g fiir fast allen € N.

o0
Dann ist ) a; absolut konvergent.
n=0

b)Gilt ¥/|a,| > 1 fir unendlich viele n € N, so divergiert ) a,.

n=0

Beweis. a) Nach Voraussetzung existiert ein Ny € N mit {/|a,| < ¢ fiir alle n > Ny.
Also ist |an| < ¢" fiir alle n > Np, d.h. es gilt Y~ >°  |an| < DY oo ¢". Die Behauptung
folgt jetzt aus dem obigen Majorantenkriterium 3.13.
b) Die Voraussetzung besagt, dass {/|a,| > 1 fiir unendliche viele j € N gilt. Also ist
la,| > 1 fiir unendlich viele n € N. Insbesondere ist (a,)nen, keine Nullfolge, welches
bedeutet, dass > °  a, divergiert.

U
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Beispiel. Die Reihe ) g—i ist konvergent fiir jedes [ € N. Nach Bemerkung 1. 1.14 und
n=0
Beispiel 1.16 ¢) gilt

o Vb ()]
n|l = — = 7—)—;
] =73 2 2
also ist {/|a,| < % =: ¢ < 1 fiir fast alle n € N und die Behauptung folgt aus dem
obigen Wurzelkriterium.

In konkreten Fillen oft einfacher anzuwenden ist das folgende Quotientenkriterium.

3.15 Satz. (Quotientenkriterium).
a) Es gelte a, # 0 fir fast alle n € N und es existiere 0 < g < 1 mit

‘an+1

‘ < ¢ fiir fast allen € N.

o0
Dann konvergiert die Reihe Y a, absolut.

n=0

b) Gilt |*=L| > 1 fiir fast alle (nicht nur fir unendlich viele) n € N, so ist Y. a,
n n=0
divergent.

Beweis. a) Nach Voraussetzung existiert ein Ny € N mit |9JJ—1\ < ¢ fiir alle 7 > N,.
Also gilt fiir alle n > Ny + 1

-1
‘ Qn, H ‘CL]+1‘ |GN0+1 ONo+2 Qn,

ANy ONy+1 Ap—1

Vor.

| < ¢" ™.

Jj=No

Dabher ist |a,| < [o No‘q fiir alle n > Ny + 1 und

Z |aN0|

ist eine konvergente Majorante von > °  a,. Das Majorantenkriterium impliziert nun

die Behauptung.

b) Die Voraussetzung und die obige Relation (*) implizieren, dass |;=[ > 1 fiir alle
0

n > No+1 gilt. Deshalb ist (a,,)nen, keine Nullfolge und die Reihe ~°°  a,, ist divergent.
O

3.16 Beispiel. Die Ezponentialreihe

>
=0 7
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konvergiert fiir alle z € C. Dies ist klar fiir z = 0. Fiir z # 0 gilt

n+1 |
|l el e

|an+1| _ E _
an, (n+1)z"| n+1

d.h. es gilt |2+ | < I fiir fast alle n € N.
an 2
Wir betrachten nun eine Variante des obigen Wurzel- bzw. Quotientenkriteriums in der

die Existenz einer Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 1 durch eine Bedingung an den Limes superior,
bzw. Limes inferior ersetzt wird.

3.17 Satz. (Andere Formulierung des Wurzel- bzw. Quotientenkriterium).

- o
a) Gilt lim,_, o {/|a,| < 1, so ist die Reihe Y a, absolut konvergent.

n=0

- o0
b) Gilt lim, o ¥/|an| > 1, so ist die Reihe ), a, divergent.

n=0
c¢) Es seien a, # 0 fir fast alle n € N und mn%o\“%| < 1. Dann ist die Rethe

o
> an absolut konvergent.
n=0

o0
d) Gilt lim “Z:1| > 1, so ist die Reihe z_: a, divergent.

n=0

n—00 |

3.18 Bemerkungen. a) Gilt lim,_, {/|a,| = 1, so kann man keine Aussage zur
Konvergenz treffen! Betrachtet man zum Beispiel die Folgen (a,)nen = (%)nEN und
(bn)nen = (Zz)nen. Dann gilt nach Beispiel 1.16 ¢) und Bemerkung I. 1.14 fiir beide
Folgen

[ e
V4 =4{/—= — 1 d
] \/; I .
[T_ 1 e
b = A —= = — 1,
1= Ve =

o0 o0
aber die Reihe ) a,, ist divergent, wihrend die Reihe )’ b, absolut konvergiert.
n=1 n=1

b) Das Quotientgnkriterium ist ,schwécher “ als das Wurzelkriterium, im Sinne, dass

an+1‘

lim {/|a,| < lim |
n—oo n—00" Oy

gilt.
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Wir beenden diesen ersten Abschnitt iiber die Konvergenz von Reihen mit dem
Verdichtungssatz von Cauchy.

3.19 Satz. (Verdichtungssatz von Cauchy). FEs sei (ay)nen, €ine monoton fallende
Nullfolge. Dann gilt:

o o
Z a; konvergiert <= Z 2/ a,; konvergiert.
=0 =0

Der obige Satz besagt, dass sich das Konvergenzverhalten einer gegebenen Reihe vollsténdig
aus dem der ,verdichteten “ Reihe ablesen lisst, welche jedoch nur Glieder mit den
Indizes 27, also bedeutend weniger als die urspriingliche Reihe, enthilt.

Beweis. Fiir n € N betrachte die Partialsummen der urspriinglichen Reihe s, :=
> i—oa; und der verdichteten Reihe , := Y77 27ay;.
" =" Fiir n > 27 gilt wegen der Monotonie von (ay)nen,

v

a1 +az + (a3 +as) + (as + -+ ag) + - -+ (agi-141 + - + ags)

a .
> 51+a2+2a4+4a8+---+21*1a2j

1 - 1
- 5(@1 +2az +4as -+ 2ay) = ol

Sn

Nach Voraussetzung ist Z;io a; konvergent, d.h. es gilt Z]O.io a; =: s fiir ein s € R
Dann gilt ¢; < 2s fiir alle j € N und die Reihe Z;’io 2/a,; konvergiert nach der obigen
Bemerkung 3.5.

" =" Fiir n < 29t — 1 gilt

sn < ag+ar+(ag+az)+(ag+---+ag) + -+ (ay + -+ agitig)
S a0+a1+2a2+4a4+---+2ja2j:a0+tj.

Nach Voraussetzung ist ) °)27a, konvergent, d.h. es gilt > 72 2/ay =: ¢ fiir ein
t € R Also ist s, < ag + t fiir alle n > 0 und die Bemerkung 3.5 impliziert, dass die
Reihe ) 27 a; konvergiert.

U

Der obige Satz impliziert, dass zum Beispiel die Reihe

o0

1

ne
n=1

fiir « € Q genau dann konvergiert, wenn « > 1 gilt. Die zugehorige verdichtete Reihe

18t
227'279'0‘ = ZQ(I*O‘M = qu mit ¢ := 217
j=0 §=0
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ist eine geometrische Reihe und diese konvergiert nach Beispiel 3.2 a) genau dann,
wenn ¢ < 1 und somit o > 1 ist. Man beachte, dass wir hier vorlaufig n® nur fir o € Q
definiert haben; spéter definieren wir n® fiir beliebige o € R.

Die durch die konvergente Reihe

o0

¢(s) ::Z%, s>1

n=1

(vorlaufig fiir s € Q) definierte Funktion, ist die berithmte Riemannsche Zetafunktion.
Sie spielt bei Untersuchungen zur Primzahlverteilung eine herausragende Rolle. Wir
werden spéter in der Vorlesung , Analysis II “beweisen, dass ((2) = %2 gilt. Die bis
heute ungeldste sogenannte Riemannsche Vermutung besagt, dass alle nichttrivialen
Nullstellen der Zetafunktion den Realteil % haben.
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4 Umordnungen und Produkte von Reihen

Summieren wir endliche viele reelle oder komplexe Zahlen, so hingt das Ergebnis nicht
von der Reihenfolge der Summation ab, d.h. eine beliebige Umordnung der Summanden
fiithrt zur gleichen Summe. Voéllig anders stellt sich die Situation bei unendlichen Reihen
dar. Wir werden im folgenden Abschnitt sehen, dass es hier durch Umordnen der Sum-
manden moglich ist, den Reihenwert zu &ndern oder dass man durch Umordnen sogar
konvergente Reihen in divergente Reihen iiberfiihren kann. Dieser, auf den ersten Blick,
sehr iiberraschende Sachverhalt tritt jedoch nicht bei absolut konvergenten Reihen auf.
Nicht zuletzt deswegen ist der im vorigen Abschnitt eingefiihrte Begriff der absolu-
ten Konvergenz so wichtig. Fiir eine prizise Beschreibung der Situation miissen wir
natiirlich zunéchst den Begriff einer Umordnung definieren. Wir beginnen mit einem
Beispiel und betrachten die alternierende harmonische Reihe
1 1 1 1 1

l— -4 ——=+... - ...
SR I R TR B VI

sowie einer Umordnung hiervon, welche durch

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

[ e T 4. - - =
2 47376 875 10 1277 T o1 42 4"

gegeben ist. Wir bezeichnen mit s, bzw. ¢, die n-te Partialsumme der urspriinglichen
bzw. der umgeordneten Reihe und setzen s :=lim, ,, s,. Es gilt dann

So =13 2153_2-%:1% L
=il 2=+ 255 )
—_—————
11
3 4
1, (1 _ 1 11 1, (1_ 1 L1 1
ss=5+ G2+ (%) =3+ +2z -5~ 1)
101
5 6
undwegenﬁ—g—;—%j:%(ﬁ—il—%), folgt 2ts, = s9, fiir alle n > 1. Da die

Folge (son)nen gegen s konvergiert und die Glieder der umgeordenten Reihe gegen 0
konvergieren, existiert zu jedem & > 0 ein Ny € N, so dass zugleich [t3, — 5| < £ und
|tsnt1 —tan| < 5 und [tsnyo —t3n| < £ fiir alle n > Ny gilt. Daraus folgt [t,, — 3| < § fiir
alle m > 3Ny + 2, welches bedeutet, dass die umgeordnete Reihe gegen s/2 konvergiert!
Dieses Beispiel motiviert die folgende Definition.

4.1 Definition. Es sei )"  a, eine Reihe komplexer Zahlen und ¢ : Ny — N, eine
bijektive Abbildung. Dann heifit Y ° | ay () eine Umordnung der Reihe Y~ ° ; a,,. Ferner
heifit die Reihe Y °  a,, unbedingt konvergent, falls jede Umordnung der Reihe ">, ay,
den gleichen Grenzwert besitzt.
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4.2 Satz. Eine absolut konvergente Reihe Y - a, ist unbedingt konvergent.

Beweis. Wir bezeichnen mit s,, := Z;’L:O a; die n-te Partialsumme der gegebenen Reihe
Yoo Gy und fiir eine bijektive Abbildung ¢ : Ny — Ny sei t,, = Z]"-ZO ay(j) die n-te
Partialsumme einer Umordnung. Wir zeigen, dass (t,)nen gegen s konvergiert wobei s
den Grenzwert der Folge (s,)nen bezeichnet. Nach Voraussetzung ist die Konvergenz

von » > a, absolut, d.h. fiir ¢ > 0 exisitiert ein Ny € N mit

= €
Jj=No
Aus diesem Grunde gilt
No—1 o 00 e
[s= 2 ail =12 al <) lal<3
J=0 Jj=No Jj=No

Wiihlt man nun N; € N so grof}, dass {0,1,2,..., Ny — 1} C {©(0),o(1),...,0(N1)}
gilt, so folgt fiir alle m > N;

m m No—1 No—1 o] c
D) =8| <D apm = D g+ D ai—s[< ) ol +5 =
§=0 3=0 7=0 3=0 3=No
N——
<35

Also konvergiert die Folge der Partialsummen (¢,,) der umgeordneten Reihe ebenfalls
gegen s und die Aussage ist bewiesen.
d

Der folgende auf Riemann zuriickgehende Satz ist ziemlich {iberraschend.

4.3 Satz. (Riemannscher Umordnungssatz). Es sei Y . a, eine konvergente, aber
nicht absolut konvergente Reihe reeller Zahlen. Dann existiert zu jedem b € R eine
Umordnung der Reihe, welche gegen b konvergiert.

Der Riemannsche Umordnungssatz impliziert die sehr bemerkenswerte und iiberra-
schende Tatsache, dass man in einer konvergenten Reihe, welche nicht absolut kon-
vergiert, nur hochstens endlich viele Summanden umordnen darf: ansonsten ergibt der
Begriff einer konvergenten Reihe keinen Sinn mehr! Der obige Satz 4.2 hingegen besagt,
dass der Wert einer absolut konvergenten Reihe invariant unter Umordnungen ist.

Den Riemannschen Umordnungssatz werden wir an dieser Stelle nicht beweisen und
verweisen in diesem Zusammenhang zum Beispiel auf das Buch von Mangold /Knopp.
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Wir wollen im Folgenden zwei konvergente Reihen »">°  a, und )", b, miteinander
multiplizieren und betrachten hierzu das Produkt

(a0+a1+a2+...)(b0+b1+...).

Ausmultiplizieren ergibt, dass wir Terme der folgenden Form aufsummieren miissen:

agbo aoh aoby aobs
a1 by ab; azby
azby asb; azby

Es stellt sich dann die Frage in welcher Reihenfolge die Summanden aufsummiert wer-
den sollen. Insbesondere fragen wir nach Bedingungen, welche eine Darstellung der
Produktreihe in der Form

(Z aj)(z bj) = ij

mit Summanden der Gestalt
pj = @b, flirl,meN

garantieren. Wir skizzieren zwei mogliche Reihenfolgen der Summation:

0 1 3 6 oder 0 — 1 4 9
/ v / { l

2 4 7 3 « 2 5
v N l

5 8 8 «— 7 «+ ©
v

9

und nennen eine Reihe Y 7 p; eine Produktreihe von ) 72 a; und Y°7°  b;, falls die
Folge (pj) en genau aus den Produkten a;by, fiir [, m € N besteht; genauer gesagt, falls

eine bijektive Abbildung ¢ : N x N — N existiert mit a;b,, = p,(m) fiir alle I, m € N.

4.4 Satz. Sind E;io a; und Z;io b; zwer absolut konvergente Reihen, so konvergiert
jede threr Produktreihen gegen

Beweis. Es sei ) ° p; eine beliebige Produktreihe der Reihen Y ™ a; und » 7% b;.
Dann existiert fiir alle n € N ein m € N mit

n m m o0 oo
DIl <D a1kl <> la D> 1yl
=0 =0  j=0 j=0 =0
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Wir folgern aus Bemerkung 3.5, dass ) 2% |p;| konvergiert. Ferner folgt aus Bemerkung
3.12, dass auch Z;’;O p; konvergiert und Satz 4.2 impliziert, dass die Konvergenz
unbedingt (d.h. unabhéngig von der gewihlten Reihenfolge) ist. Dies bedeutet dass
jede Produktreihe gegen ein und dasselbe s € C konvergiert.

d

Wir betrachte nun spezielle Produktreihen, in welchen die Reihenfolge der Summation
durch das folgende Schema vorgegeben ist:

aobo aobs aghy - 90 q1 qs
\ 4 l \

aiby <+ aib aib, --- g3 < Q2 g5
4 \

asby < agbi < agby --- @B < qr < G

Es gilt also

(J0+Q1+---+Q(n+1)2—1=£00+'-'+anl£bo+---+bn),

v

Vv TV
N—00 00 N— 00 00
2520 94 — 2520 b

was die Behauptung impliziert.

Wihlen wir fiir die Summation die folgende Reihenfolge

aobg aobs aoby bzw.  po b1 Ps3
Ve Ve vd Ve

aq b() aq b1 D2 Dy
Ve vd

a2b0 s

und setzen wir ¢ := agbg, ¢1 := agby + a1by und allgemeiner
n
Cp = Zafjbnfj: n € Ny,
=0
so erhalten wir das folgende Korollar.

4.5 Korollar. (Cauchyprodukt von Reihen). Es seien > 2° a; und Y 7 b; absolut
konvergente Reihen und sei

n
Cp = E a;b,—j, mn € Ny.
Jj=0
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Dann konvergiert >, ¢, absolut und es gilt

E) =Y e

]:O n=0

Wir bemerken an dieser Stelle, dass die obige Folgerung 4.5 im Allgemeinen fiir Reihen,
welche nur konvergent, aber nicht absolut konvergent sind, nicht richtig ist.

Zum Abschluss des Abschnitts betrachten wir die Ezponentialreihe, welche durch

oo

J
exp(z) := Z %, z € C,

§=0
gegeben ist. Das Quotientenkriterium 3.15 kombiniert mit dem Beispiel 3.16 impliziert,

dass exp(z) eine fiir alle z € C absolut konvergente Reihe ist. Ferner gilt die wichtige
Funktionalgleichung der Exponentialreihe.

4.6 Korollar. Fir alle z,w € C gilt
exp(z) exp(w) = exp(z + w).

Beweis. Der Beweis ist eine Anwendung des oben bewiesenen Cauchyprodukts von
Reihen. In der Tat gilt fiir z,w € C

Def. > ZJ > wj Cauchyprodukt45 ZJ w" J
W@WWZ(Zﬂ@T ZZ
j= ‘7' J: n=0 j= 0
1) n 1)
]- ' i Bin. Satz ]-
= D) e TE Y e )
e Jl(n —j)! “—~n!
= exp(z+w)

Die Funktionalgleichung der Exponentialreihe impliziert unmittelbar weitere Eigen-
schaften der Exponentialreihe.
4.7 Korollar.

a) Fir alle z € C gilt exp(—z) = exp() Insbesondere ist exp(z) # 0 fir alle
z € C

b) Fir alle x € R gilt exp(xz) > 0.
¢) Fiir alle m € Z gilt exp(m) = e™.
d) Fiir alle ¢ € Q gilt exp(q) = €.

Den Beweis iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.
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5 Potenzreihen

Potenzreihen haben eine lange Tradition in der Analysis. Stellt man zum Beispiel ei-
ne Funktion f in der Form f(z) = Y >°  an(z — x¢)" dar, so spricht man von der
Entwicklung einer Funktion f in eine Potenzreihe um den Entwicklungspunkt zy. Die
allgemeine Theorie solcher Entwicklungen werden wir erst spéter in der Vorlesung
,Funktionentheorie“ noch genauer kennenlernen, wo die volle Bedeutung der Potenz-
reihen als wichtiges Werkzeug der Analysis zum Vorschein kommt.

Neben diesen grundsitzlichen Eigenschaften, interessieren wir uns fiir Potenzreihen
auch deswegen, da ihre Konvergenztheorie durch den sogenannten Konvergenzradius
beschrieben werden kann. Wir beginnen mit der folgenden Definition.

5.1 Definition. Es seien (a,)nen, € C eine komplexe Folge und z € C. Dann heifit
die Reihe
Potenzreihe.

Wir gehen im Folgenden der Frage nach, fiir welche z € C die obige Reihe konvergiert
und fiihren hierzu den Begriff des Konvergenzradius einer Potenzreihe ein.

5.2 Definition. Fiir (a,)nen, C C heifit

1
0= =
lim {/|a,|
n—oo
der Konvergenzradius der Reihe Y 7 ' a,z", wobei % := oo und é := 0 gesetzt ist.

Diese Definition des Konvergenzradius heifit auch Formel von Cauchy-Hadamard.

Wir bezeichnen im Folgenden die Menge
B,(0) :={z € C: |z| < o}

als den Konvergenzkreisder Reihe Y~  a,2". Das folgende Theorem bildet das Hauptre-
sultat dieses Abschnitts.

5.3 Theorem. FEssei) . . a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p. Dann gilt
fiir alle z € C:

a) Ist |z| < o, s0ist > o0 o anz"™ absolut konvergent.
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b) Ist |z| > o, so ist > o, an2™ divergent.

¢) Ist |z| = o, so ist keine Aussage zur Konvergenz mdglich.

Beweis. Der Beweis ist nur eine Anwendung des Wurzelkriteriums. Da {/|a,2"| =
|z| ¥/ |an| gilt, folgt
lim {/|a,2"| = |z| lim {/]a,| <1< |z] < .
n—oo n—oo
Das Wurzelkriterium 3.14 impliziert daher die Aussage des Satzes, d.h. es gilt
a) |z| < o= Y., a,2" konvergiert absolut.
b) |z] > 0 = > .7, a,2" divergiert.
¢) |z| = o = keine Aussage ist moglich.
O

5.4 Bemerkung. Neben dem Wurzelkriterium kann auch das Quotientenkriterium
zur Bestimmung des Konvergenzradius verwandt werden. Genauer gesagt, sei Y oo, an2"

eine Potenzreihe, fiir welche
Gp+1

1im| |=:q

n—oo a/n
gilt. Dann besitzt die Potenzreihe Y >~ ' a,2" den Konvergenzradius g = %. Zum Beweis
notieren wir, dass
a zn+1
‘7%1 ‘ —qlz|, (n — o0)
an 2"
gilt. Ist 0 < ¢ < o0, so wihlen wir 21,2, € C mit |21| < 1/g und |25] > 1/¢ und
das Quotientenkriterium impliziert, dass die Reihe Y > a,2] absolut konvergiert, die
Reihe Y>°  a,25 hingegen divergiert. Nach Theorem 5.3 gilt somit ¢ = 1/¢. Die Félle
q = 0 und ¢ = oo werden dhnlich bewiesen.

5.5 Beispiele. a) Die Exponentialreihe fz—r: hat den Konvergenzradius ¢ = oo,
denn es gilt

n ! 1
=2 = eyl = g
an n+D!" n+1
und nach obiger Bemerkung 5.4 ist o = ¢ = oo.
b) Die Reihe ) >° ' n™z" hat den Konvergenzradius ¢ = 0, denn es ist
lim {/|a,| = lim ¥/n® = lim n = oo,
n—oo n—oo

n—00

0,

und daher p = 0.
c) Die Reihe >~ n"—,lz" hat den Konvergenzradius ¢ = e. Den Beweis iiberlassen wir

als Ubungsaufgabe.



Ill Stetige Funktionen und
Topologische Grundlagen

1 Stetige Funktionen

Wir beginnen dieses Kapitel mit der Untersuchung stetiger Funktionen und ihrer Eigen-
schaften. Der von uns im Folgenden verwandte Begriff der Stetigkeit geht, wie schon der
Konvergenzbegriff, im wesentlichen auf Cauchy zuriick, der in seinem Cours d’Analyse
(1821) die Stetigkeit einer Funktion wie folgt definierte: En d’autres termes, la fonction
f(x) restera continue par rapport & x entre les limites données, si, entre ces limites,
un accroissement infiniment petit de la variable produit toujours un accroissement in-
finiment petit de la fonction elle-méme. Cauchy verwendet noch die damals iibliche
Bezeichnung der unendlich kleinen Grofle (quantité infiniment petite), welche aber im
Laufe der Zeit durch die heute gebriuchliche ej-Formulierung abgelost wurde. Letztere
wurde wesentlich durch Weierstrafl beeinflufit.

Wir erinnern zunéchst noch einmal an die Definition einer Funktion. Hierzu seien X
und Y Mengen und f : X — Y eine Funktion, d.h. eine Vorschrift welche auf eindeutige
Weise jedem z € X ein Element y € Y zuordnet. Die Menge

Graphf :={(z, f(z)) ;2 € X} CX xY

nennen wir den Graph von f.

Wir beginnen mit der Definition der Stetigkeit einer Funktion, welche auf dem Kon-
vergenzbegriff fiir Folgen aufbaut.

o1
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1.1 Definition. (Folgenstetigkeit). Eine Funktion f : D C K — K heifit stetig in
xo € D, falls fiir jede Folge (zy)nen C D mit lim, o 2, = o gilt

lim f(z,) = f(zo).

n—oo

Mit anderen Worten ist f in xqg € D genau dann stetig, wenn

n—oQ

(@) C D,z =5 1o = f(xn) =5 f(20)

gilt. Die Funktion f heiflt stetig in D, falls f in allen Punkten xy € D stetig ist.

Der folgende Satz ist eine Umformulierung der Definition der Stetigkeit in die ¢ — §
Sprache, wie wir sie abgewandelt schon aus der Konvergenztheorie fiir Folgen und
Reihen kennen.

1.2 Satz. (¢ — §-Kriterium der Stetigkeit). Fine Funktion f : D C K — K ist im
Punkte xq € D genau dann stetig, wenn zu jedem e > 0 ein & > 0 existiert derart, dass
qilt:

|f(z) = f(zo)| <&  fiir alle x € D mit |x — x| < 9.

In Quantoren geschrieben bedeutet dies:

Ve >036 >0 s0dassx € D, |z —xo| <d = |f(x) — f(z0)] <e.

Beweis. " =": Wir nehmen an die Behauptung sei falsch. Dann existiert ein 5 > 0
mit der Eigenschaft, dass fiir alle 6 > 0 ein x5 € D existiert mit

|zg — 5| < 6 und | f(zo) — f(xs5)| > 0.

Zu jedem n € N existiert daher ein x, € D mit |z, —x¢| < 1/nund |f(x,)— f(x)| > &o.
Damit gilt lim,, o, 2, = g, aber (f(x,))nen konvergiert nicht gegen f(xg) fiir n — oc.
Widerspruch!
" «<=": Nach Voraussetzung existiert fiir alle ¢ > 0 ein 0 > 0 mit |z — 7| < § =
|f(z) — f(x0)| < &. Ist (zn)nen eine Folge in D welche gegen zq konvergiert, so existiert
ein Ny € N mit |z, — x| < ¢ fiir alle n > Ny. Daher ist |f(z,) — f(zo)| < ¢ fiir alle
n > Ny und somit gilt lim,_, f(z,) = f(xo).

O
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1.3 Beispiele. a) Es sei f : R — R gegeben durch f(z) = ax 4+ b mit a,b € R. Dann
ist f stetig, denn x, =3 x, impliziert f(z,) = azy, + b — ax + b = f(x).

b) Die Betragsfunktion f: R — R,z — |z| ist stetig.

c) Die Heavyside-Funktion f : R — R definiert durch f(z) =1 fiir z > 0 und f(z) =0
fiir x < 0 ist stetig fiir alle z € R\ {0}, aber unstetig in 0.

d) Die Funktion f gegeben durch

1, z>1,

1 1 1 —
f]R—)R,f(x)= ) ﬁ§$<m,n—2,3,

0, z<0

Y

ist stetig in 0, da man wegen |f(z) — f(0)| = |f(z)| < |z| zum Beispiel § = £ wihlen
kann.
e) Die Dirichletsche Sprungfunktion gegeben durch

f:R—)R,f(J?):{(l]: zég\(@

ist in allen Punkten z € R unstetig. Beweis als Ubungsaufgabe.
f) Wir betrachten eine Modifikation der Dirichletschen Sprungfunktion und definieren

f durch
1 nge(@ mit ¢ > 0 minimal

f:R—)R,f(x):{ 3 e R\O

Dann ist f in allen irrationalen Punkten zy € R\Q stetig, hingegen unstetig in allen
rationalen Punkten xq € Q! Den Beweis iiberlassen wir wiederum als Ubungsaufgabe.
g) Es sei f: D C R — R eine Funktion mit der Eigenschaft, dass ein L > 0 existiert
mit

(1.1) [f(z) = fy)| < Llz —y|, =,y D.

Dann ist f stetig, denn wéhlt man fiir ¢ > 0 ein § > 0 als § := 55, so folgt die
Behauptung aus der Definition. Eine Funktion, welche der obigen Bedingung (1.1)
geniigt, heiflt Lipschitzstetig und L heifdt die Lipschitzkonstante von f.

h) Jede Lipschitzstetige Funktion f ist stetig. Die Umkehrung gilt hingegen nicht.
Betrachte hierzu zum Beispiel die Funktion f : [0,1] — R gegeben durch f(z) = /.
Dann ist f stetig, aber nicht Lipschitzstetig.

i) Die Funktionen fi,..., f1 : C — C seien definiert durch

fi(z) = |2, fa(z) =%, f3(2) =Rez, fu(z)=Imz.

Dann sind die Funktionen fi,..., f; Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante 1, also ins-
besondere stetig.



54 Kapitel III Stetige Funktionen und Topologische Grundlagen

Die obige Definition der Stetigkeit via Folgen erlaubt es unsere Kenntnisse iiber kon-
vergente Folgen auf stetige Funktionen zu iibertragen. Genauer gesagt definieren wir
zundchst die Summe, das Produkt und den Quotienten zweier Funktionen. Hierzu seien
f,9: D C K — K zwei Funktionen und o, 8 € K. Setzt man

af+B8g :D—K, (af +Bg)(z) =af(z)+ By(z)
f-9 :D—=K, (f-9)(z) =f(z) g(z)
L {zeD: g(x)#0} =K (D) =18,

so gilt der folgende Satz.

1.4 Satz. Fs seien f,g : D C K — K zwei in xqg € D stetige Funktionen und
a, B € K. Dann gelten die folgenden Aussagen:

a) Die Summe of + Bg: D — K ist stetig in xyg € D.
b) Das Produkt f - g: D — K ist stetig in zy.

¢) Ist g(xo) # 0, so existiert ein 6 > 0 mit g(x) # 0 fir alle x € Us(zo) N D und die
Funktion i : Us(zo) N D — K ist stetig in xo.

Beweis. Die Aussagen a) und b) folgen direkt aus der Definition 1.1 und den Rechen-
regeln fiir konvergente Folgen.

c¢) Nach Voraussetzung ist |g(zo)| =: v > 0. Da nach Voraussetzung ferner g in x, stetig
ist, folgt

19(z0)| = 9(x)| < lg(wo) — g(z)| < 2, z € Us(zo) N D

2 Y
fiir ein 6 > 0. Daher ist |g(x)| > 7 fiir alle z € Us(zo) N D. Die Behauptung folgt nun

aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen.
d

Als néchstes betrachten wir die Verkniipfung zweier Funktionen f : D; C K — K und
g: Dy, C K — Kmit g(D,) C Dy. Wir definieren fog: D, — K als

(fog)(z):= f(g(z)), =€ D,.

Der folgende Satz besagt, dass die Verkniipfung zweier stetiger Funktionen wiederum
stetig ist.

1.5 Satz. FEsseien f: Df CK = Kund g: Dy C K — K zwet Funktionen mit
g(Dgy) C Dy. Ist g in zg € Dy und f in g(xo) € Dy stetig, so ist f o g in zo stetig.



1 Stetige Funktionen 55

Beweis.  Es sei (xn)nen C D, eine Folge in D, mit lim,_,., 2, = zo. Da g nach
Vorausetzung in z, stetig ist, folgt g(z,) "— ¢(xo). Wiederum, da f in g(z,) stetig
ist, folgt (fog)(zn) = f(g(zn)) == f(g(x)) = (fog)(x). Also ist f o g nach Definition
in x stetig.

O

1.6 Beispiele. a) Alle Polynome, d.h. alle Funktionen der Art
T apt™ + 1™ P+ ...+ ap mit a; € K

fiir j =0,1,2,...,n sind stetig.
b) Sind p und ¢ Polynome, so ist die Funktion %’; gegeben durch

(z)::q— mit Dgz{zeK:q(z);éO}

stetig. Solche Funktionen heiflen rationale Funktionen.
c) Die Signumfunktion sign : C\ {0} — C, sign(z) := ; ist stetig.

Potenzreihen sind die natiirlichen Verallgemeinerungen der Polynome. Wir zeigen im
Folgenden, dass Potenzreihen im Inneren ihres Konvergenzkreises stetige Funktionen
sind. Genauer gilt der folgende Satz.

1.7 Satz. Essei ) .., a,2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius ¢ > 0. Dann ist
[:By(0):={2€C:|z| <o} > C 2z > 7, a,2" eine stetige Funktion.

Beweis. Es seien zp € B,(0), ¢ > 0 und r > 0 so gewéhlt, dass |z| < 7 < p gilt.
Theorem I1.5.3 impliziert, dass die Reihe Y7 |a,|r™ konvergiert, d.h. es existiert ein
N() € N mit

oo

5
Z lan|r"™ < 1
n=No+1
Fiir z € C mit |z| < r gilt dann
No No [e's) oo
F(2) = Fz0)] < D anz" =D anzp|+ D laallzl"+ D lanllzo]"
n=0 n=0 n=Nop+1 n=No+1
o0
< [p(2) = p(z0)[+2 > laalr™,
\'ﬂ:N()—Fl P

-~

£
<2.¢
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wobei wir p(w) = 7]:720 a,w™ gesetzt haben. Da Polynome stetig sind, existiert ein
6 € (0,7—|z0|) mit [p(z) —p(20)| < § falls nur |z —2z| < ¢ gilt. Alsoist |f(z)—f(20)| < e
falls |z — zo| < § gilt und f ist somit nach dem & — d-Kriterium aus Satz 1.2 stetig.

U

Wenden wir obigen Satz auf die Exponentialfunktion an, so folgt, dass die Exponenti-
alfunktion fiir alle z € C stetig ist.

1.8 Korollar. (Exponentialfunktion). Die Ezponentialfunktion exp : C — C, z — €7
18t stetig.

Nach Beispiel I11.5.5 a) besitzt die Exponentialreihe "> 2—7 den Konvergenzradius
0 = 0o. Die Behauptung folgt daher aus Satz 1.7.

Viele Existenzaussagen in der Analysis beruhen auf dem sogenannten Zwischenwert-
satz. Die Notwendigkeit eines Beweises dieses auf den ersten Blick offensichtlichen Sat-
zes geht auf Bolzano zuriick. Aus heutiger Sicht handelt es sich bei dem folgenden
Satz um eine Variante der Vollstdndigkeit von R. Im Folgenden setzen wir wiederum
[a,b] :={x € R:a <z < b} fiir a,b € R mit a < b.

1.9 Theorem. (Zwischenwertsatz). Es seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] = R
eine stetige Funktion mit f(a) < 0 und f(b) > 0. Dann existiert ein zo € [a,b] mit

Der obige Satz ist anschaulich klar, doch Vorsicht ist geboten! Betrachte D := {x €
Q:1<z<2}und f: D — R sei gegeben durch z +— 22 — 2. Dann ist f(1)=-1<0
und f(2) =2 > 0, aber es existiert kein o € D mit f(zo) = 0.

Beweis. Betrachte die Menge M definiert durch M := {x € [a,b] : f(z) < 0}. Da nach
Voraussetzung f(a) < 0 gilt, ist a € M und M # (). Ferner ist M nach oben beschriinkt
durch b und das Vollstindigkeitsaxiom impliziert daher, dass xy := sup M € |[a, ]
existiert. Wir zeigen im Folgenden, dass f(zq) = 0 gilt.

Hierzu nehmen wir zunéchst an, dass f(zg) < 0 ist. Dann gilt b — 2y > 0 und da f
nach Voraussetzung stetig ist, existiert zu € := # > 0ein 6 € (0,b — xp) mit

f(z) = f(zo) < e falls = € [xg — 6,20 + ] N [a, b].
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Also ist f(z) < @ < 0 fiir alle z € [y — J, 29 + 6] N [a, b] und es gilt
[xo — 6,20 + 6] N [a,b] C M.

Insbesondere ist daher xqg + 6 € M, was aber im Widerspruch zur Definition von zg
steht.
Nehmen wir an, dass f(z¢) > 0 gilt, so ist 2o — a > 0 und analog zu oben gibt es zu

£:= @ > 0 wegen der Stetigkeit von f ein d € (0,z¢9 — a) mit

f(zo) — f(x) <e fir alle x € [xg — §, 29 + ] N [a, b].
Also ist 0 < @ < f(z) fiir alle z € [xy — 6,9 + 0] N [a, b] und daher gilt
[20 — 0,20 + 6] N [a,b] N M = 0.

Insbesondere, da xqg — 0 > a gilt, ist g — 0 eine obere Schranke von M im Widerspruch

zur Definition von xy. Zusammengefasst gilt also f(x¢) = 0.
]

1.10 Bemerkungen. a) Es sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann nimmt
f jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an. Mit anderen Worten sei ¢ so gewihlt, dass
f(a) < ¢ < f(b) gilt. Der Zwischenwertsatz impliziert dann, dass ein zy € [a, b] existiert
mit f(z¢) = c¢. Den Beweis iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.

b) Jedes Polynom ungeraden Grades mit reellen Koeffizienten besitzt mindestens eine
reelle Nullstelle.

¢) Fiir alle y > 0 existiert genau ein z € R mit exp(z) = y. Wir bezeichen dieses z als

x :=logy

und nennen es denn natirlichen Logarithmus von y.
Um diese Eigenschaft einzusehen, notieren wir zunéchst, dass fiir n € N
2

exp(n)=1+n+%+...2 14+n 2%
gilt. Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion impliziert nun exp(—n) = —— =%

exp(n)
0. Also existiert fiir y > 0 ein Ng € N mit exp(—Ny) < y < exp(NVp). Die Exponen-

tialfunktion exp : [—Np, Ny] — R ist nach Korollar 1.8 stetig, also existiert nach
dem Zwischenwertsatz ein x € [—Ny, Ng| mit exp(z) = y. Zum Beweis der Eindeu-
tigkeit von £ nehmen wir an, dass ein r € R existiere mit OBdA z < r und dass
expr = y = expr gelte. Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion impliziert
dann exp(r)/exp(z) = exp(h) fiir h =r — 2 und da

h2

exp(h):1+h+§+...>1

fiir A > 0 gilt, folgt exp(z) < exp(r) und exp(z) = y < exp(r). Widerspruch!
Die Funktion log : (0,00) — R,y + logy heifit Logarithmusfunktion.
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Als weitere Anwendung des Zwischenwertsatzes betrachten wir nun das Bild eines In-
tervalls unter einer stetigen Funktion. Hierbei heiflen alle folgenden Teilmengen von R
Intervalle:

(a,b) == {x€eR:a<z<b}

[a,0) = {x€R:a<z<b}

(a,0) == {x€eR:a<z<b}

[a,b] == {x€eR:a<z<b}
(—oc,b) = {zeR:z<b}
(—00,b] = {xeR:z<b}

(a,00) = {x€R:z>a}

[a,00) = {x€R:z>a}
(—o0,00) = R

1.11 Satz. (Stetige Bilder von Intervallen). Es sei I ein Intervall und f : I — R
eine stetige Funktion. Dann ist f(I) wiederum ein Intervall.

Beweis. Es sei a := inf f(I) := inf{f(z) : € I} und b := sup f(I) := sup{f(z) : z €
I}. Nach Definition des Supremums bzw. des Infimums existieren fiir alle ¢ > 0 Zahlen
ae,be € I mit f(a.) < a+eund f(b:) > b—e. Der Zwischenwertsatz impliziert deshalb

(@) = Jla+eb—e CJ[fae) )] T £(I) C [a,].

e>0 e>0
l

Unser néchstes Ziel ist es, die Umkehrfunktion einer gegebenen stetigen Funktion (so-
fern sie denn existiert) auf Stetigkeit zu untersuchen. Hierzu fithren wir zunéchst die
folgenden Begriffe ein.

1.12 Definition. FEine Funktion f: D C R — R heifit

monoton steigend, falls z,y € D,z <y = f(z) < f(y),

streng monoton steigend, falls z,y € D,z <y = f(z) < f(y),

monoton fallend, falls z,y € D,z <y = f(z) > f(y),

streng monoton fallend, falls x,y € D,z <y = f(x) > f(y),

monoton, falls f monoton steigend oder monoton fallend,

streng monoton, falls f streng monoton steigend oder streng monoton fallend.

Wir erinnern an dieser Stelle auch nochmals an die Definition der Injektivitit einer
Funktion: eine Funktion f : D C R — R heifit injektiv, falls f(z1) = f(z2) immer
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1 = x9 impliziert. Insbesondere ist eine streng monotone Funktion f : D C R - R
injektiv und es ist moglich die Umkehrfunktion f~' : f(D) — D via der folgenden
Vorschrift zu definieren:

[ f(D) =D, f(y) =7 =y = f(a).

Der Graph Graph(f~') von f~! entsteht durch Spiegelung des Graphen Graph(f) von
f an der Geraden z = y, und es gilt

Graph(f~) = {(y, [~ (v)) : y € f (D)} = {(f(2),2) : « € D}.

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir nun der Frage nach, ob die Umkehrfunktion
einer streng monotonen und stetigen Funktion wiederum stetig ist.

1.13 Satz. Fs sei I ein Intervall und f : I — R eine stetige und streng monotone
Funktion. Dann ist die Umkehrfunktion f~1: f~1(I) — R stetig.

Beweis. OBdA sei f streng monoton wachsend. Wir unterteilen den Beweis in drei
Schritte.

1. Zunichst ist f(I) =: J ein Intervall nach dem obigen Satz 1.11 und wir setzen
g =f1t:J—1.

2. Die Funktion ¢ ist streng monoton wachsend, denn seien s; < sy in J, so folgt
g(s1) < g(s2). Ansonsten wire g(s;) > g¢(s2) und die Monotonie von f wiirde s; =
fg(s1)) > f(g(s2)) = s implizieren. Widerspruch!

3. Die Umkehrfunktion g ist stetig. Zum Beweis nehmen wir an, dass die Funktion ¢
in sy € J unstetig sei. Dann existiert ein g9 > 0 und eine Folge (s,) C J mit

1
|sp — so| < — und [g(s,) — g(s0)| > € fiir alle n € N.
n

Deshalb ist s, € [sp — 1,s0 + 1] fiir alle n € N. Da g eine monotone Funktion ist,
existieren a,b € R mit ¢, := ¢(s,) € [a,b]. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf

besitzt die Folge (t,)nen eine konvergente Teilfolge (%, )ken mit Grenzwert ¢y. Da f
stetig ist, konvergiert f(t,,) fiir K — oo gegen f(t). Andererseits gilt f(t,,) = sn, o
so und die Eindeutigkeit des Grenzwertes impliziert sy = f(¢y). Deshalb gilt

k—00

9(sn,) = tn, — to = g(s0),

im Widerspruch zur obigen Eigenschaft der Folge (g(sy))nen-

Wir beschlieflen dieses Kapitel mit einer Reihe von Beispielen.
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1.14 Beispiele. a) Fiir n € N ist die n-te Wurzelfunktion f : [0,00) — [0, 00), 2 —
{/x stetig und streng monoton wachsend. Um diese Tatsache einzusehen, betrachte
man die Funktion g : [0,00) — [0,00),t + ¢". Dann ist g stetig und streng monoton
wachsend, denn fiir 0 < s < t gilt

9(t) —g(s) =t" =" = "1 = (5)") > 0.

Die Behauptung folgt dann aus obigem Satz 1.13.

b) Die Exponentialfunktion exp : R — R ist streng monton wachsend. Wir wiederholen
das Argument aus der Bemerkung 1.10 c): da e**"/e® = €" fiir alle x € R und h > 0
gilt, folgt die strenge Monotonie der Exponentialfunktion aus der Abschitzung

2

h
e":1+h+§+...>1, h > 0.

Ferner ist die Exponentialfunktion exp : R — (0,00) nach Korollar 1.8 stetig. Der
obige Satz iiber die Umkehrfunktion besagt dann, dass die Logarithmusfunktion log :
(0,00) = R,z + logz definiert in Bemerkung 1.10 ¢) als Umkehrfunktion der Expo-
nentialfunktion exp : R — (0, 00) ebenfalls stetig ist.

¢) Fiir z > 0 und « € R definieren wir die allgemeine Potenz als

% := exp(alogx).

Dann sind die beiden Funktionen
f: R=R fola) =2 fiir festes > 0 und
9o : (0,00) = R go(z) =2 fiir festes o € R

stetig. Wir notieren an dieser Stelle, dass die obige Definition die bisherige Definition
der Potenz fiir rationale Exponenten aus Bemerkung 11.1.14 auf beliebigen Exponenten
a € R fortsetzt. Um dies einzusehen, folgern wir fiir z > 0 und o = %’ € Q aus der
Eindeutigkeit der Wurzel, dass

exp(2 loga) = exp(l"j o = ({/explloga))! = (Y)?

gilt.

d) Ist f : D C R — R stetig und streng monoton, so ist f~' : f(D) — D im
allgemeinen nicht stetig, falls D kein Intervall ist. Betrachte zum Beispiel die Funktion
f:D=10,1)U{2} gegeben durch

@) = { z, firzel0,1)

1, fiirz=2.
Dann ist f stetig und streng monoton, aber f~!: f(D) =[0,1] — R gegeben durch

1,y Jy, firyel0,1)
f (y)_{Q, fiiry =1

ist unstetig in y = 1.
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2 Topologische Grundlagen

Wir beginnen diesen Abschnitt mit dem Begriff des Vektorraums, welcher in der mo-
dernen Analysis eine sehr wichtige Rolle spielt. Im gesamten Abschnitt sei der zugrun-
deliegende Skalarkérper K = R oder K = C. Wir beginnen zunéchst mit dem Begriff
des Vektorraums iiber K, wie wir ihn schon aus der Linearen Algebra kennen.

2.1 Definition. Ein Vektorraum dber K, oder ein K-VR ist ein Tripel (V, +, -) beste-
hend aus einer Menge V' # (), einer Verkniipfung + , sowie einer duBeren Verkniipfung
-, KxV = V(A v) = A-v, genannt Skalarmultiplikation mit folgenden Eigenschaften:

(VR1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
(VR2) Es gelten die Distributivgesetze
Av 4+ w) = v+ dw, A+pv= +p, \peKuvwelV.

(VR3) A« (uv) = (M) -v,1-v=v, \NpeK veV.
Der Vektorraum heifit reell bzw. komplez, falls K = R bzw. K = C gilt.

Die Elemente von V heiflen Vektoren, wihrend die Elemente von K Skalare heiflen. Der
Begriff des Vektorraums wird in der Linearen Algebra im Detail diskutiert.

2.2 Beispiele. a) Es seien n € N und z = (x1,22,...,2,) € K" sowie y =
(Y1,Y2,---,Yn) € K*. Dann ist K” versehen mit der Addition, bzw. mit der Skalar-
multiplikation

$+y = (x1+y1:"'a$n+yn)7
Az o= (Azyg, ..., 1,), AeK
ein Vektorraum iiber K. Insbesondere sind also R® und C* Vektorrdume.
b) Fiir eine Menge X, ist die Menge VX := {f : X — K : f ist Abbildung} versehen
mit
(f+9)(x) = f(z)+g(z), ze€X, ek
Af)) = Af(x), AeK
ein Vektorraum.

c) Die Menge ¢y := {(2n)nen C K : (2,,)pen ist Nullfolge} versehen mit der koordina-
tenweisen Addition und Skalarmultiplikation

(@n)n € N+ (Un)nen = (1 +y1, 22+ 72,...)
(AZp)nen = (Azq, Azg,...)

ist ein K-Vektorraum. Dies folgt aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen.
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Wir wollen nun dem Vektorraum R” eine euklidische Struktur aufprigen und fiithren zu
diesem Zweck den Begriff des euklidischen Abstands zweier Elemente aus R" ein. Fiir
z,y € R" nennen wir

2=yl =V (@1 — 1)+ ..+ (T — Yn)?

den euklidischer Abstand von x und y. Insbesondere gilt

> 1/2
o = (D7) "
i=1
Ferner nennen wir die Menge
Bi(z) ={y eR": [y —z|[ <r}
fiir x € R und r > 0 die offene Kugel mit Mittelpunkt x und Radius 7.

Im Folgenden iibertragen wir den uns bekannten Konvergenzbegriff fiir Folgen und
Reihen reeller Zahlen auf Folgen und Reihen im euklidischen Raum R"™. Hierzu erweist
es sich als niitzlich, einige grundlegende topologische Begriffe fiir Teilmengen des R"
einzufiihren. Diese Begriffe gehen vor allem auf FELIX HAUSDORFF zuriick.

2.3 Definition. a) Eine Teilmenge U C R™ heifit Umgebung von xz € R™, falls ein
e > 0 existiert, derart dass B.(z) C U gilt. Die Menge B.(x) heifit auch e-Umgebung
von .

b) Eine Menge M C R" heifit offen in R", falls zu jedem z € M ein € > 0 existiert, so
dass B.(z) C M gilt.

Betrachtet man zwei reellen Zahlen @ und b mit a < b, so ist das Intervall (a,b) C R
eine offene Menge, denn fiir z € (a, b) setzen wir € := min{|a — |, |b — z|} und es gilt
dann B.(z) C (a,b). Ferner sind die Intervalle (a, c0) und (—o0, a) ebenfalls offen. Das
Intervall [a, b] ist nicht offen, denn B.(a) ¢ [a, b] fiir jedes € > 0. Die Kugel B,(z) um
x € R* mit Radius r > 0 ist hingegen eine offene Teilmenge des R".

2.4 Definition. FEine Menge M C R" heiflt abgeschlossen in R, falls M¢ :=
R"\M :={z € R* : © ¢ M} offen ist in R”.

Beispiele von abgeschlossenen Mengen lassen sich leicht angeben. Wahlen wir a,b € R
mit a < b, so ist das Intervall [a, b] abgeschlossen in R, das Intervall (a, b) hingegen ist
nicht abgeschlossen in R. Das Intervall [0, 1) ist nicht offen und nicht abgeschlossen in
R und die Menge @ gegeben durch @ := {(z1,...,2,) E R* 1 a; < z; < b;,1 <i<n}
mit a;,b; € R und a; < b; fiir i = 1,2, ..., n ist abgeschlossen in R”.

In den beiden folgenden Sitzen betrachten wir beliebige Vereinigungen und Durch-
schnitte offener bzw. abgeschlossener Mengen.
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2.5 Satz. Fs gelten die folgenden Aussagen:
a) Die leere Menge () sowie R* sind offen in R".
b) Fir eine belicbige Indexmenge I seien O, C R™ offene Mengen fir alle o € 1.

Dann ist | O offen in R™; mit anderen Worten sind beliebige Vereinigungen offener
acl
Mengen wieder offen.

c) Es seien O1,0,,...,0y C R" offene Mengen. Dann ist ﬂ O; offen in R*; mit

anderen Worten bedeutet dies, dass endliche Schnitte offener Mengen wiederum offen
sind.

Der Beweis sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. Das Beispiel der offenen Inter-
valle I, := (—%,1+ 1) mit ﬂ I, = [0, 1] zeigt, dass beliebige Schnitte offener Mengen

n=1
nicht wiederum offen sind.

Der zu Satz 2.5 analoge Satz fiir abgeschlossene Mengen lautet wie folgt.

2.6 Satz. a) Die leere Menge () und R" sind abgeschlossen in R™.
b) Beliebige Schnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.
c¢) Endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

Der Beweis folgt aus dem obigen Satz 2.5 und den De Morganschen Regeln; vgl. die
Ubungsaufgaben. Man beachte, dass die Aussage c) des obigen Satzes fiir beliebige
Vereinigungen nicht richtig ist, da zum Beispiel die Menge B (0)¢ fiir alle n € N

abgeschlossen ist, aber dies fiir die Vereinigung U [B (0)¢] = R™\ {0} nicht mehr gilt.

n=1

Wir fiihren im Folgenden weitere topologische Grundbegriffe ein.

2.7 Definition. a) Fiir eine Menge M C R* und z € R”® heifit  Randpunkt von
M, falls jede Umgebung U von z sowohl einen Punkt aus M als auch einen aus R*\ M
enthilt.
b) Die Menge
OM :={z € R" : x ist Randpunkt von M}
heilt Rand von M und
M = M\OM

wird als Inneres von M bezeichnet. Ein Element a € M heifit innerer Punkt von M.
¢) Ferner wird z € R" als Hdufungspunkt von M C R™ bezeichnet, falls jede Umgebung
von z unendlich viele Elemente von M enthélt.

d) Die Menge

M :={zx € R" : x € M oder x ist Hiufungspunkt von M}
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heiflt Abschluss von M.
e) SchlieBlich heifit die Menge M C R" beschrinkt, falls z € R™ und r > 0 existieren,
so dass M C B,(z) gilt.

Betrachtet man zum Beispiel die abgeschlossene Einheitskugel M = {z € R* : |z| < 1},
so ist deren Inneres M und der Rand von M gegeben durch M = {z € R" : |z| < 1}
bzw. durch die Einheitssphire OM = {z € R" : |z| = 1}. Die folgenden Eigenschaften
offener bzw. abgeschlossener Mengen erweisen sich oft als niitzlich.

2.8 Bemerkungen. (Inneres, Rand, Abschluss). Fiir eine Menge M C R" gelten die
folgenden Aussagen:
a) Das Innere von M ist gegeben durch

M:Uo.

ocM,0 offen

Insbesondere ist M offen und M ist die grofite offene Menge, welche in M enthalten
ist.
b) Der Abschluss von M ist gegeben durch

M=MUOM = N A

MCA,A abg.

Also ist M abgeschlossen und die kleinste abgeschlossene Menge, welche M enthélt.
¢) Fiir den Rand OM von M gilt OM = M N R\ M; also ist OM abgeschlossen.

2.9 Satz. (Hausdorffsches Trennungsaxiom) FEs seien z,y € R* mit © # y. Dann
ezistieren Umgebungen U, von x sowie Uy, von y mit U, N U, = 0.

Der Beweis ist nicht schwierig: fiir ¢ := @ setzen wir U, := B.(z) und U, := B.(y)

und nehmen an dass ein z € R" existiere mit z € U, N U,. Dann wére aber 2¢ =
|z —y| < |z — 2|+ ]|z — y| < 2e. Widerspruch!
—— ——
<e <e

Nach unseren Untersuchung der Konvergenz von reellen oder komplexen Folgen (ay, )nen
in Kapitel II, betrachten wir nun die Konvergenz von Folgen (a,)nen im euklidischen
Raum R”. Die Definition der Konvergenz lautet in diesem Fall wie folgt.

2.10 Definition. Eine Folge (a;)jen C R™ heifit konvergent gegen a € R”, falls fiir
alle Umgebungen U von a ein Ny € N existiert mit a; € U fiir alle j > N,. In diesem

Fall schreiben wir lim a; = a.
j—o0



2 Topologische Grundlagen 65

Das folgende Resultat besagt, dass eine Folge in R* genau dann konvergiert, wenn jede
ihrer Koordinatenfolgen konvergiert.

2.11 Lemma. FEine Folge (a;)jen C R™ konvergiert gegen a = (a1, ag,...,a,) € R
genau dann, wenn

lima;=q, [=1,...,n,

]—)OO
gilt, d.h. genau dann, wenn die l-te Koordinatenfolge von (a;)jen gegen a; fir alle
l=1,...,n konvergiert.

Beweis. ,, = “: Nach Voraussetzung existiert zu jedem € > 0 ein Ny € N mit |a;—a|* =

Yoy laj—a)? < e fiiralle j > Ny. Daher ist |a;;—a| < |aj—a| < efirallel=1,...,n
und alle j > Nj.
, <= “: Nach Voraussetzung existiert zu jedem ¢ > 0 und zu jedem [ = 1,...,n ein

N, € Nmit |a,; — ] < ﬁ fiir alle 7 > N;. Somit gilt
- o L g2 |1
jaj —al = () la; —al’)” < (=n)* =¢

n
=1

fiir alle j > Ny := max{Ny,...,N,}.
U

Die Verallgemeinerung des Begriffs der Cauchyfolge auf die n-dimensionale Situation
bereitet keine Schwierigkeiten und die folgende Definition ist natiirlich.

2.12 Definition. Eine Folge (a;)jen C R* heifit Cauchyfolge, falls zu jedem £ > 0
ein Ny € N existiert mit

lan, — ay| < e, fiir alle n,m > Ny.

Der folgende Satz iiber die Konvergenz von Cauchyfolgen in R® beruht letztendlich
wiederum auf der Vollstdndigkeit der reellen Zahlen R.

2.13 Satz. In R" ist jede Cauchyfolge konvergent.
Beweis. Es sei (a;)en eine Cauchyfolge in R”. Da

1
2)5

n
|a'l,n - al,m‘ S (Z ‘a'l,n — Qm
=1

firallel = 1,...,n gilt, ist jede Koordinatenfolge (a; x)ken von (a;),en eine Cauchyfolge
in R. Da R vollsténdig ist, konvergiert daher die Koordinatenfolge (a;)ken fiir jedes
l=1,...,n und die Behauptung folgt aus Lemma 2.11.
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0

Der folgende Satz beschreibt die Abgeschlossenheit einer Menge in Termen von kon-
vergenten Folgen.

2.14 Satz. (Charakterisierung abgeschlossener Mengen via Folgen).  Fine Menge
A C R" ist genau dann abgeschlossen, wenn fir jede Folge (a;)jen C A mitlim; o a; =
a€eR" gilt a € A.

Beweis. ,, => “: Es sei (aj)jen € A eine Folge in A mit lim; ,ca; = a € R*. Wir
nehmen an, dass a kein Element von A sei, d.h. dass a € R*\ A gelte. Da R"\ A nach
Voraussetzung offen ist, ist insbesondere R™\ A eine Umgebung von a. Nach Definition
der Konvergenz (vgl. Definition 2.10) existiert ein Ny € N mit a; € R*"\A fiir alle
j > Ny. Widerspruch!
, <= “: Wir nehmen wiederum an, dass die Behauptung falsch sei, d.h. dass A€ nicht
offen sei. Dann existiert ein a € R™\ A so, dass fiir alle & > 0 die Umgebung U, (a) nicht
in R"\ A enthalten ist; also gilt U, (a)NA # (. Wihlen wir fiir j € Nnun a; € Ui (a)NA4,
so gilt lim;_,o a; = a € A. Widerspruch! ’

O

Fiir eine Menge M C R" definieren wir ihren Durchmesser diamM als
diam M :=sup{|z — y| : z,y € M}.

Es gilt dann der folgende Satz.

2.15 Satz. FEs sei (Aj)jen, eine Folge nichtleerer, abgeschlossener Teilmengen des
R™ mat
Ay DA DA D ...

o
und lim;_, o, diam A; = 0. Dann existiert genau ein x € R mit x € 'ﬂo Aj.
]:

Beweis. Wir beginnen mit der Existenz eines Elements x € R" mit der gewiinschten
Eigenschaft. Wahlen wir fiir jedes n € N ein xz,, € A,,, so existiert nach Voraussetzung
ein N € N mit

|Tp — | < diam Ay, n,m > N.

Die Folge (2, )nen ist also eine Cauchyfolge in R* und Satz 2.13 impliziert, dass sie gegen
ein € R" konvergiert. Da z,, € Ay fiir alle n > k gilt und da jedes Ay abgeschlossen
ist, folgt aus Satz 2.14, dass x € Ay fiir alle £ € N gilt. Die Eindeutigkeit von zx ist
klar.

O
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Wir {ibertragen schlieflilich den Begriff der Folgenstetigkeit einer reellen Funktion auf
reellwertige Funktionen deren Definitionsbereich eine Teilmenge des R" ist.

2.16 Definition. Ist M C R"” und f : M — R eine Funktion, so heifit f stetig in
xg € M, falls fiir jede Folge (z,)neny € M mit lim, oz, = xo gilt lim, o f(z,) =
f(zo). Falls f fiir alle zq € M stetig ist, so heifit f stetig.

Wir wollen nun die obige Definition der Stetigkeit einer Funktion f in die Sprache der
Umgebungen umformulieren. Genauer gesagt ist eine Funktion f : R® — R genau dann
stetig in zo € R", wenn fiir jede Umgebung V' von f(zy) in R eine Umgebung U von
xo € R existiert mit f(U) C V.

Das folgende Theorem ist eine fundamentale Charakterisierung stetiger Funktionen,
welche auch in einem abstrakteren Rahmen noch Bestand hat.

2.17 Theorem. Fiir eine Funktion f : R® — R sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent:

i) f ist stetig.

ii) f71(O) ist offen in R™ fiir jede in R offene Menge O, d.h. mit anderen Worten,
dass Urbilder offener Mengen offen sind.

iii) f1(A) ist abgeschlossen in R™ fiir jede in R abgeschlossene Menge A, d.h. mit
anderen Worten, dass Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind.

Beweis. 1) = ii): Es sei O C R offen. Gilt f~1(O) = ), so folgt die Behauptung direkt
aus Satz 2.5 a). Es gelte im Folgenden also f~!(O) # (0. Da f nach Voraussetzung stetig
ist, existiert fiir jedes x € f~'(O) eine Umgebung U, C R" von z mit f(U,) C O, d.h.
es gilt x € U, C f~1(0) fiir jedes x € f~'(0). Daher ist

o= U U

z€f~1(0)

als Vereinigung offener Mengen nach Satz 2.5 wiederum offen.
ii) = iii): Es sei A C R abgeschlossen, also ist A¢ offen in R. Da nach Voraussetzung
F7HA) = (f~1(A))¢ in R" offen ist, folgt, dass f~'(A) abgeschlossen ist.
iii) = i): Es sei € R" und V eine offene Umgebung von f(z) in R. Da V¢ abgeschlossen
in R ist, impliziert die Voraussetzung dass f~'(V¢) = (f~'(V))¢ in R* abgeschlossen
ist. Also ist U := f~'(V) offen in R® und da x € U ist U eine Umgebung von x mit
flU)cVv.

U
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Bevor wir nun Beispiele betrachten mit dem Ziel die Aussage des obigen Theorems zu
erlautern, bemerken wir, dass nach Theorem 2.17 eine Funktion f : R* — R also genau
dann stetig ist, wenn Urbilder offener Mengen offen bzw. wenn Urbilder abgeschlossener
Mengen abgeschlossen sind.

2.18 Beispiele. a) Es sei f : R* — R eine stetige Funktion und y € R. Dann ist
f~(y) abgeschlossen in R". Dies ist offensichtlich, da die Menge {y} in R abgeschlossen
ist.

b) Fiir eine stetige Funktion f : R* — R ist die Menge

{z € R" : f(x) < r} abgeschlossen und die Menge {z € R" : f(z) < r} offen.

Dies folgt unmittelbar aus obigem Theorem 2.17,da {x € R" : f(z) < r} = f1((—o0,1])
bzw. {z € R" : f(z) <1} = f((o0,7)) gilt und die Intervalle (—oo, r] und (—oo, )
abgeschlossen bzw. offen sind.

c¢) Der abgeschlossene n-dimensionale Einheitswiirfel

Q={reR":0<2;<1,1<j<n}

ist abgeschlossen in R". Um dies einzusehen, notieren wir, dass die Projektion auf die
j-te Koordinate gegeben durch p; : R® — R, (z1,...,2,) — z; eine stetige Abbildung
ist. Da () in der Form

ﬂ {zeR": pJ r) <1}n{z € R" : p;(z) > 0})

N /
-~

abg. nach b) abg. nach b)

dargestellt werden kann, und endliche Schnitte abgeschlossener Mengen wieder abge-
schlossen sind (vgl. Satz 2.5), folgt die Behauptung aus Theorem 2.17.

d) Man beachte, dass stetige Bilder abgeschlossener (offener) Mengen im Allgemeinen
nicht abgeschlossen (offen) sind. Wir betrachten hierzu die Menge A := {(z,y) € R? :
ry = 1} C R? und die stetige Funktion f : R? — R, (z,y) + zy. Dannist A = f1({1})
und nach Aussage b) von Theorem 2.17 ist A abgeschlossen in R?. Nun ist die Projek-
tion auf die erste Koordinate p; : R — R, (z,y) — = stetig, aber p;(A4) = R\{0} ist
nicht abgeschlossen.

Als weiteres Beispiel betrachten wir das offene Intervall O = (—1,1) und die stetige
Funktion f: R — R,z + z?. Dann ist f(O) = [0, 1) nicht offen in R.
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3 Stetige Funktionen und Kompaktheit

Der Begriff der Kompaktheit ist von zentraler Bedeutung in der Analysis; so beruhen
wichtige Existenzaussagen der Analysis auf Eigenschaften stetiger Funktionen auf kom-
pakten Mengen. Beispielhaft nennen wir hier den folgenden Satz iiber die Annahme
eines Maximums einer stetigen Funktion auf einer kompakten Menge sowie den Satz
iiber die gleichméfige Stetigkeit.

Wir definieren den Begriff der Kompaktheit einer Menge in R durch die sogenannte
Uberdeckungseigenschaft und zeigen, dass fiir Teilmengen K des R”, die sogenann-
te Uberdeckungskompaktheit mit der spiter eingefiihrten Folgenkompaktheit iiberein-
stimmt. Der Satz von Heine-Borel besagt ferner, dass eine Teilmenge des R™ genau
dann kompakt ist, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.

Der Grund fiir die Einfiithrung der Kompaktheit via Uberdeckungen besteht darin,
dass sich dieses Konzept spiter in Analysis II problemlos auf normierte oder metri-
sche Rdume verallgemeinern 148t, wihrend die Heine-Borelsche Charakterisierung der
Kompaktheit sich auf die endlich dimensionale Situation beschrankt.

In diesem Abschnitt sei K immer eine Teilmenge des R". Wir beginnen mit der Defi-
nition der Begriffe Uberdeckung und Kompaktheit.

3.1 Definition. a) Ist I eine beliebige Indexmenge, so heifit (O;);c; eine offene
Uberdeckung von K, falls die Mengen O; fiir alle 7 € I offen sind und

K C U 0;
iel
gilt. )
b) Die Menge K C R heifit kompakt, falls jede offene Uberdeckung (O;)ic; von K
eine endliche Teiliiberdeckung besitzt, d.h. falls O, ..., Oy existieren mit
N
K cl o
=1

3.2 Beispiele. a) Die Menge der reellen Zahlen R ist nicht kompakt, denn R C

U (—n, n), aber diese offene Uberdeckung besitzt keine endliche Teiliiberdeckung.
neN

b) Das Intervall (0,1] C R ist nicht kompakt, denn (0,1] € U (5,2), aber diese Uber-
j€EN

deckung besitzt wiederum keine endliche Teiliiberdeckung.

c) Es sei (a;),en eine konvergente Folge in R” mit lim;_, a; = a. Dann ist

K :={aj:jeN}U{a}

eine kompakte Menge. Zur Begriindung betrachten wir eine offene Teiliiberdeckung
(Oi)ier von K. Dann existiert ein j € I mit a € O;. Da O, eine Umgebung von a ist,
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existiert ein Ny € N mit a; € O; fiir alle k£ > Ny. Wihlen wir nun Indizes iy, ..., in,
derart, dass a; € O;, fiir alle k = 1,..., Ny gilt, so ergibt sich

No
Kc(|Joy)uo;.
k=0

d) Die Aussage von c) ist im Allgemeinen falsch, falls a aus K entfernt wird. Betrachte
hierzu die Folge (1/j);jen und setze M = {% : j € N} C R sowie Oy = (5,2) und O, =

(ﬁ, J%l) fiir alle j > 2. Dann ist M C [J, oy

von M, aber die offene Uberdeckung (O;);en besitzt keine endliche Teiliiberdeckung.

Oj; und jedes O; enthélt genau ein Element

3.3 Satz. FEine kompakte Menge K C R" ist abgeschlossen und beschrdinkt.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass K beschrinkt ist. Hierzu sei x € R" beliebig gewihlt.
Dann ist R* = J,—, Bx(x), also auch K C J;-, B(z), und da K nach Voraussetzung
kompakt ist, existiert ein N € N mit

K c | By, (@)

j=1

Setzt man R := max{ki,---,kn}, so gilt K C Bgr(z) und K ist somit beschrinkt.
Wir zeigen weiter, dass K abgeschlossen ist. Wihle hierzu z € R*\ K und fiir j € N
setze U; . ={y e R* : |y —z| > %} Dann ist U; offen und es gilt

K CR\{z} = G U;.

Da K nach Voraussetzung kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung hiervon,
d.h. es existiert ein N € Nmit K C U,ICV:1 Uj,. Fiir R := max{ny,...,ny} gilt B%(x) -
R™\ K und somit ist R\ K offen, was bedeutet, dass K abgeschlossen ist.

O

3.4 Lemma. FEine abgeschlossene Teilmenge A einer kompakten Menge K C R" ist
kompakt.

Beweis. Es sei (O;)i; eine offene Uberdeckung von A. Nach Voraussetzung ist R*\ A
offen und es gilt

KcR =]JO;UR"\A.

el
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Da K nach Voraussetzung kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung von K,
d.h. es existieren i1,...,75y € I mit

K C(0;,U...U0;,) UR"\ A.

Deswegen gilt A C O;, U...UO;, und A ist kompakt.
d

3.5 Theorem. (Satz von Heine-Borel). Eine Menge K C R" ist genau dann kompakt,
wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist.

Beweis. Die Richtung ,, = “ ist genau die Aussage des Satzes 3.3. Um die umgekehrte
Richtung zu zeigen, nehmen wir an, dass K abgeschlossen und beschrénkt ist und daher
in einem Quader der Form

Q={(z1,...,z,) ER" 1 q; < 2y < b}

mit a;,b; € R und a; < b; fiir [ = 1,...n enthalten ist. Falls wir zeigen konnen, dass @
kompakt ist, so folgt die Behauptung aus obigem Lemma 3.4. Dies ist aber genau die
Aussage des folgenden Lemmas.

3.6 Lemma. Fs sei Q CR" definiert wie oben. Dann ist QQ kompakt.

Beweis. Wir betrachten eine offene Uberdeckung (O;)ier von @ und nehmen an, dass
keine offene Teiliiberdeckung von () existiere. Im Folgenden konstruieren wir eine Folge
von abgeschlossenene Teilquadern

QDO DQ2D ...

mit der Eigenschaft, dass

i) Q. keine endliche Teiliiberdeckung besitzt und dass

ii) diam(Q,,) = 2™ diam (Q)

gilt. Hierzu setzen wir Qg = () und nehmen an, dass (), schon konstruiert sei. Dann
gilt @, = I, x Iy x ... x I,, wobei I; C R fiir [ = 1,...,n abgeschlossene Intervalle
sind. Wir halbieren nun [, schreiben [, = I} U I? und setzen

815.-458 o—— S1 S5 S . .
Q=10 x Iy x .oox e, fiir s, =1, 2.

Es gilt daher
Qm — U Qié,...,sn.

(8150580 )E{1,2}7
Da @, keine endliche Teiliiberdeckung besitzt, gilt dies auch fiir mindestens einen der
Teilquader @1»*». Wir bezeichnen diesen mit ), 41. Dann gilt

diam(Qir) = 5 diam(Qu) =2 ™ * diam(Q),
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und deshalb besitzt @,,1 die obigen Eigenschaften i) und ii). Nach Satz 2.15 existiert

genau ein ¢ mit @ € () Q. Ferner, da (0;);c; eine Uberdeckung von @ ist, ist a ein
meN
Element von O;, fiir ein 4y, d.h. es gilt B.(a) C O;, fiir ein ¢ > 0. Wir wihlen nun m

so grof, dass diam Q,, < 5 gilt. Da a € Q, ist, gilt
Qm C B:(a) C Oy,

im Widerspruch zur Eigenschaft i)!
U

Der Begrift der Kompaktheit und damit zusammenhéngend der Satz von Heine-
Borel haben viele, sehr wichtige Konsequenzen in der Analysis. Wir beschéftigen uns
in diesem Abschnitt zunichst mit grundlegenden Eigenschaften von stetigen Bildern
kompakter Mengen.

3.7 Theorem. (Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt).  Ist f : R* — R
eine stetige Funktion und K C R" eine kompakte Menge, so ist f(K) C R kompakt.

Beweis. Es sei (O;)ic; eine offene Uberdeckung von f(K). Nach dem Charakteri-
sierungstheorem fiir stetige Funktionen 2.17 ist V; = f~'(0;) offen in R* und es
gilt K C |J,.;Vi- Da K nach Voraussetzung kompakt ist, besitzt die obige Uber-

deckung eine endliche Teiliiberdeckung und es gilt K C [\, V;, fiir ein N € N. Daher

N X
gilt f(K) C |J O;, und die obige Uberdeckung von f(K) besitzt somit eine endliche
=1

Teiliiberdecku_ng.
O

Das folgende Korollar folgt direkt aus Theorem 3.7 und Satz 3.3.

3.8 Korollar. FEs sei f: R* — R eine stetige Funktion und K C R" eine kompakte
Menge. Dann ist f(K) beschrinkt, d.h. es existiert ein M > 0 mit |f(x)| < M fir alle
z € K.

3.9 Satz. (Stetige Funktion nehmen auf einer kompakten Menge ihr Minimum und
Maximum an). Es sei f : K C R* — R eine stetige Funktion und K kompakt. Dann
nimmt die Funktion f thr Mazimum und Minimum an, d.h. es existieren xg,z1 € K
mat

f(@o) = gg}(l f@) und  f(z1) = glef}g(f(x)

Der Beweis verlduft wie folgt. Nach Theorem 3.7 ist f(K) kompakt und daher nach
Satz 3.3 beschrinkt und abgeschlossen. Also ist

m:=inf f(K) > —oc0 und M :=sup f(K) < oo.
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j—o0

Es existieren daher Folgen (y;)jen, (2)jen C f(K) mit y; 2% m und z; — M.
Da f(K) abgeschlossen ist, folgt aus Satz 2.14 dass m und M in f(K) liegen. Also
existieren xy,z; € K mit f(x¢) =m und f(z,) = M.

U

Der eben bewiesene Satz 3.9 impliziert ferner, dass eine abgeschlossene und eine kom-
pakte Menge mit leerem Durchschnitt immer einen strikt positiven Abstand haben.
Wir definieren hierbei den Abstand zweier Mengen My, My C R™ wie folgt: fiir x € R”
heif}t

d(z, My) ;== inf{|z —y| : y € M1}

der Abstand von x zu M; und
d(My, My) :=inf{|z —y|: x € My,y € My}

heifit der Abstand der Mengen M; und M,.

3.10 Korollar. Fiir eine abgeschlossene Menge A C R™ und eine kompakte Menge
K CR" mit ANK =0 gilt d(A, K) > 0.

Beweis. Die Funktion z +— dist(z, A) ist stetig und K ist nach Voraussetzung kompakt.
Nach Satz 3.9 existiert ein zy € K mit d(zy, A) = d(K, A). Falls d(zy, A) = 0 gelten

wiirde, so wiirde eine Folge (a;);jen C A existieren mit d(zo, a;) == 0, d.h. die Folge
(a;)jen wiirde gegen zo konvergieren. Da A abgeschlossen ist, folgt o € A und es gilt
zo € AU K, im Widerspruch zu AN K = ().

O

3.11 Theorem. (Folgenkompaktheit).  Fiir eine Menge K C R" sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

i) K ist kompakt (iberdeckungskompakt).

ii) Jede Folge in K besitzt eine Teilfolge, welche gegen ein a € K konvergiert. (fol-
genkompakt).

Beweis. ,, = “: Wir nehmen an, dass die Behauptung falsch sei. Dann existiert eine
Folge (a;);en in K, welche keine Teilfolge besitzt, die gegen ein Element von K konver-
giert. Also existiert fiir jedes x € K eine Umgebung U, von z mit der Eigenschaft, dass
héchstens endlich viele Folgenglieder von (a;)jen in U, enthalten sind. Da K C |J,cx Us
und K nach Voraussetzung kompakt ist, existieren endlich viele xy,...,zy € K derart,
dass K von {U,, : k = 1,..., N} iiberdeckt wird. Somit enthélt K nur endlich viele
Folgenglieder, im Widerspruch zur Annahme.

, <= “: Wir notieren zunéchst, dass die Menge K beschriankt ist, denn ansonsten
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wiirde eine Folge (a;)jen C K existieren mit |a;| > j fiir alle j € N, welche dann aber
keine konvergente Teilfolge besitzen wiirde.

Nach dem Satz von Heine-Borel bleibt zu zeigen, dass K abgeschlossen ist. Hierzu sei
(aj)jen C K eine Folge mit lim; , a; = a € R". Nach Voraussetzung besitzt diese
Folge eine konvergente Teilfolge (aj,)ieny mit lim;, a; = @' € K. Die Eindeutigkeit
des Grenzwerts impliziert aber, dass a = ¢’ und somit ¢ € K gilt. Nach Satz 2.14 ist

K somit abgeschlossen und der Satz von Heine-Borel impliziert, dass K kompakt ist.
O

Wir betrachten nun den Begriff der gleichmdfigen Stetigkeit einer Funktion f welche
auf einer Menge M C R" definiert ist. Die Stetigkeit einer solchen Funktion f : M C
R” — R in einem Punkt zq € M bedeutet bekanntlich, dass

Ve >03d(e,m0):x € M, |x —x0| <d=|f(x) — fmo)| < €

gilt. Hierbei hingt 6 im allgemeinen von z; ab! Falls man § unabhingig von z, wihlen
kann, so nennen wir f gleichmiflig stetig auf M. Genauer gesagt gilt die folgende
Definition.

3.12 Definition. Eine Funktion f: M C R* — R heif3t gleichmadfig stetig, falls fiir
alle € > 0 ein 0. > 0 (unabhiéingig von x) existiert mit

z,y € M|z —y| <é=|f(z) - fly)| <e.

Wir verifizieren, dass jede Lipschitzstetige Funktion gleichméfig ist, hingegen ist die
Funktion f : (0,1) - Rz — % stetig, aber nicht gleichméssig stetig ist. Die Wurzel-
funktion f : [0,00) — [0,00),z +— /7 ist gleichmé&Big stetig, aber nicht Lipschitzstetig.

Der folgende Satz besagt, dass eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge
gleichméBig stetig ist.

3.13 Satz. (Stetige Funktionen auf kompakten Mengen sind gleichméiBig stetig).
Ist f : K C R* — R ewne stetige Funktion und K eine kompakte Menge, so ist f
gleichmdafig stetig auf K.

Beweis. Die Stetigkeit von f besagt, dass fiir e > 0 und y € M ein Radius 7, > 0
existiert mit

[f(y) — f(2)] < g fiir alle 2z € B, (y) N K.

Da K C U, ck B%y (y) und da K nach Voraussetzung kompakt ist, existiert ein N € N
mit

N
KclJ Bry; (y5)-
j=1
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Wiihlen wir nun 6 := min{ry,,... 7, } und 2,2’ € K mit |z — 2'| < 4, so existiert

ein j € {1,..., N} mit € Bry; (y;) und 2’ € B, (yj) und
2

@) = F@)] < [f(@) = )|+ |Fy) — F@)] <e.

~ ~”

<3 <3

g

Die Fortsetzung einer gegebenen stetigen Funktion f : M C R® — C zu einer steti-
gen Funktion auf M ist eng mit dem Begriff der gleichmiifiigen Stetigkeit verbunden.
Genauer gesagt, sei g € R*\ M ein Hiufungspunkt von M. Wir wollen nun der Frage
nachgehen unter welchen Bedingungen eine stetige Erweiterung von f auf M U {z,}
existiert?

Zunichst wollen wir aber den Begriff des Grenzwerts einer Funktion prézisieren.

3.14 Definition. Eine Funktion f: M C R* — C hat im Haufungspunkt zy, von M
den Grenzwert a, wenn fiir jede Folge (z;) en in M \ {xo} mit z; — z, gilt

lim f(z;) = a.

j—oo
In diesem Fall sagt man auch, dass f(z) fiir £ — a gegen a konvergiert und schreibt

lim f(zx) =a oder f(z)—a fir z — x,.

T—T0

Gehort zp zum Definitionsbereich von f und ist f stetig in xg, so ist der Funktionswert
in zo identisch mit dem Grenzwert in zg, d.h. es gilt lim,_,,, f(z) = f(zo).
Ferner heifit F': M U {zo} — R definiert durch

xH{f(x), reM
Yo, T =T

eine stetige Frweiterung von f auf M U {zo}, falls lim,,,, f(x) = yo existiert. Ist

speziell M C R, so heifit
lim f(z) = yo

rz—xo0—0
linksseitiger Grenzwert von f in o, falls fiir alle Folgen (z;) ey in M N (—o00, 2) mit
T 2% 2o die Folge (f(z;)) en gegen yo konvergiert. Analog heifit

lim f(z) = yo

z—xo+0

rechtsseitiger Grenzwert von f in zg, falls fiir alle Folgen (x;);en in M N (29, 00) mit

T 2% 3 die Folge (f(z;))jen gegen yp konvergiert.
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Ist M C R nicht nach oben beschrinkt und f : M — C eine Funktion, so heifit a € C
der Grenzwert von f in oo, falls es zu jedem € > 0 ein Ny € N existiert, so dass

|f(z) —al <e firallez € M mit z > N,

gilt. Analog definiert man den Grenzwert in —oo.

3.15 Beispiele. a) Betrachtet man die Menge M = R\{1} und f: M — R gegeben
durch f(z) := £=L, so gilt

1°

lim f(z) = lim &L =
lig f(0) = i T =
denn es ist =t =1+ z+ 2>+ ... + 2" L.
b) Fiir z € R gilt
. et —1
lim =1.
z—0 X
Dies folgt aus der Darstellung
e‘”—l_w+“2—f+‘§—?+..._1+a;+x2+$3+
r z T T TR
denn es gilt
er —1 |z |

-0 firz—=0

T
— 11 <121 2l ..) =
| <IGI0 A+ J2l + o+ ) = 5

(1= |])

fiir |z| < 1 aufgrund der geometrischen Reihe.
¢) Der Limes

. T
lim —
z—0 ‘;L'|
existiert nicht, da fiir die Funktion f : R\ {0} — R gegeben durch f(z):=1firz >0
und f(z) := —1 fiir z < 0, der linksseitige Grenzwert lim, ,o_o f(z) = —1 nicht mit

dem rechtsseitigen Grenzwert lim, 040 f(z) = 1 iibereinstimmt.

Wir beschliessen diesen Abschnitt mit einer Charakterisierung stetiger Fortsetzbarkeit
gegebener stetiger Funktionen durch ihre gleichméflige Stetigkeit.

3.16 Satz. Fiir eine beschrinkte Menge M C R und eine Funktion f : M — R sind
die folgenden Aussagen dquivalent:
i) Es eristiert eine eindeutige stetige Fortsetzung F : M C R — R von f auf M.

ii) Die Funktion f ist gleichmdfig stetig auf M.
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Bewets. , = “ : Da M Dbeschrinkt und abgeschlossen ist, folgt aus dem Satz von
Heine-Borel, dass M kompakt ist. Die Behauptung folgt nun direkt aus Satz 3.13.
Fiir die umgekehrte Richtung ,, <= “ verweisen wir auf die Ubungen.

O

Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir die sogenannte Sigezahnfunktion f
gegeben durch

1

5‘? ‘TER; und g(l‘) ::f(%)’ xEI:(O’l)'

f(z):=|z—[z] -

Dann ist die Funktion g stetig im Intervall I = (0, 1), aber nicht gleichméssig stetig.
Letzteres folgt aus

1 1

o)~ o) = f) — S+ 12 =5, neN

Nach obigem Satz lésst sich g daher nicht als stetige Funktion auf das abschlossene
Intervall [0, 1] fortsetzen; insbesondere existiert der Grenzwert von g(x) fiir x — 0+
nicht.
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4 Die Exponentialfunktion und Verwandte

Im Zentrum dieses Abschnitts steht die Exponentialfunktion, eine der wichtigsten Funk-
tionen der gesamten Mathematik. Mit ihrer Hilfe fiihren wir zum einen die trigonome-
trischen Funktionen Sinus und Cosinus ein und untersuchen zum anderen die uns schon
bekannten Logarithmus- und Potenzfunktionen auf weitere Eigenschaften.

Viele der folgenden Definitionen und Argumente gehen direkt auf LEONHARD EU-
LER (1707-1783), einen der bedeutensten Mathematiker aller Zeiten zuriick. Im Jahre
1707 in Basel geboren, immaktrikulierte er sich im Alter von 13 Jahren an der Basler
Universitéit, wurde dort Schiiler von Johann Bernoulli, um dann 1727 an die Akade-
mie von St. Petersburg und spéter, genauer 1733, auf die dortige Mathematikprofessur
berufen zu werden. Zu jener Zeit bildeten die Akademien das Zentrum der wissenschaft-
lichen Forschung und Euler verbrachte sein gesamtes Leben an den Akademien in St.
Petersburg und Berlin (1741-1766). Den grofiten Einfluss iibte Euler in der Mathema-
tik durch seine Lehrbiicher aus. Seine ,, Introductio in analysin infinitorum* ebnete den
Weg fiir die Analysis zu einem, neben der Geometrie und der Algebra gleichbereichti-
gen, Zweig der Mathematik. Unsere heutige mathematische Bezeichnungsweise geht in
wesentlichen Teilen auf ihn zuriick.

Bevor wir - dem Eulerschen Wege folgend - die Sinus und Cosinusreihe als Potenzreihe
definieren, erinnern wir zunéichst noch einmal an die uns aus Kapitel II wohlbekannte
Exponentialreihe

2 2" 22
e =expz = —=14z+—+..., z€C,
P gn! 2

deren Konvergenzradius unendlich ist. Die im Folgenden genauer untersuchten Sinus-
und Cosinusreihen weisen eine enge Verwandschaft mit der Exponentialreihe auf. Es
ist dabei wesentlich im Komplexen zu arbeiten; erst hier wird die innere Beziehung
all dieser Funktionen deutlich. Riickwirkend werden wir durch die trigonometrischen
Funktionen auch neue Erkenntnisse iiber die Exponentialfunktion gewinnen, zum Bei-
spiel, dass sie eine komplexe Periode besitzt.

4.1 Definition. Die Sinusreihe sinz bzw. die Cosinusreihe cos z ist definiert als

%0 2t J R
; —— _1\n — - -
sinz = ”EZO( 1) (2n+1)!—z 3!+5! ..., 2€C,
i 2n 2 4
n 2 z¢ oz
cosz = nEZO(—l) (2n)!_1_§+ﬂ_“" z e C.

Die so definierten Sinus- und Cosinusreihen besitzen die folgenden elementaren Eigen-
schaften.
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4.2 Satz. a) Der Konvergenzradius der Sinus- und Cosinusreihe ist unendlich.
b) Es gilt die Eulersche Formel

e¥ =cosz+1isinz, ze€C

¢) Die Funktionen z — sin z und z — cos z sind stetige Funktionen auf C.

Die Aussage iiber den Konvergenzradius folgt aus der Cauchy-Hadamardschen Formel
I1.5.2. Ferner ist die Eulersche Formel eine unmittelbare Konsequenz der Darstellung

S 2n+1
+ ;T =cosz +isinz, z € C.
Z 2n—|—1

Die Stetigkeit der Funktionen z — sin z und z — cos z folgt aus Satz 1.7.
Weitere Eigenschaften der Cosinus- bzw. Sinusreihe lassen sich ebenso direkt aus der

Definition herleiten.

4.3 Korollar. ) Die Cosinusfunktion cos : C — C,z + cos z ist eine gerade, die
Sinusfunktion sin : C — C, z + sin z eine ungerade Funktion, d.h. es gilt

cos z = cos(—z) und sinz = —sin(—z), z€C.
b) Fiir alle z € C gilt

eiz + efiz ) eiz _ efiz
cosz = —— und sinzg = ——, 2z €C.
2 21
¢) Fiir x € R gilt cosx = Re e und sinz = Im €*.
d) Fiir alle z € R gilt |e*®| = 1.

Wie die Exponentialfunktion besitzen auch die Sinus- und Cosinusfunktionen gewisse
Additionstheoreme.

4.4 Satz. (Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus).  Fiir alle z,w € C gelten die
folgenden Aussagen:

cos(z£w) = coszcosw Fsinzsinw,
sin(z £ w) = sinzcosw % cos zsinw,
sinz —sinw = 2cos(z+w)sin(z_w),

2

cosz —cosw = —2 sin(z —; w) sin(

2
Z—w

2)'
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Beweis. Fiir alle z, w € C gilt nach Korollar 4.3 b)

coszcosw —sinzsinw = Z[(ezz Fe i) (e e ) 4 (67 — ¢ ) (e — ¢ )]
= l[ei(z—l—w) +4 e iztw) | pilztw) | e—i(z+w)]
4
1. . .
— 5[ez(anw) + e*z(z-kw)] _ COS(Z i w)-

Der Beweis der anderen Aussagen verlduft dhnlich und wird dem Leser iiberlassen.
O

Betrachtet man das erste der obigen Additionstheoreme fiir z = w, so folgt
cos® z + sin? z = cos(z—z)=cos0=1, zeC

Wir halten diese wichtige Beziehung explizit im folgenden Korollar fest.

4.5 Korollar. Fir alle z € C gilt

cos?z +sin?z = 1.

Wir untersuchen im Folgenden die e-Funktion speziell fiir reelle Argumente. Den Beweis
der folgenden Eigenschaften iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

4.6 Satz. FEs gelten die folgenden Aussagen:
a) e <1 falls x < 0 und ® > 1 falls x > 0.
b) Die Funktion exp : R — R, ist streng monoton wachsend.

¢) Fiir jedes a € R gilt

T

lim — = oo,
r—o0 %

d.h. mit anderen Worten, dass die exp-Funktion fiir x — oo schneller wdchst als
jede Potenz x®.

d) Fiir jedes o € R gilt

d.h. mit anderen Worten, dass die exp-Funktion fir © — —oo schneller fallt als
jede Potenz x®.
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Da die Exponentialfunktion exp : R — (0, c0) stetig und streng monoton wachsend ist,
existiert nach Abschnitt II.1 die Umkehrfunktion

log: (0,00) > R

der Exponentialfunktion. Diese wird wie schon in Abschnitt IT als Logarithmusfunktion
bezeichnet. Es gilt insbesondere

logl=0 wund loge=1.
Ferner besitzt die Logarithmusfunktion die Eigenschaften

log(zy) = logz +logy, =,y € (0,00)
log( 1) = logz ~logy, ,y € (0,00).

Dies folgt direkt aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion, denn setzt man
a := logz und b := logy, so gilt x = e¢* und y = €® und es folgt zy = e® - e’ = e*;

also log(zy) = logz + logy.

Die Exponentialfunktion erlaubt es auch die allgemeine Potenz o* fiir a > 0 und z €
C in Einklang mit den vorherigen Definitionen der Potenz, vgl. Beispiel 1.14 ¢), zu
definieren. Setzt man

o’ :=e*%%% e C,a>0,

so gelten fiir z,w € C und a > 0 die folgenden Rechenregeln

acfa¥l = alz—l—w7

a’b’ = (ab)®,
log(a®) = zloga,

(az)’w — azw .

Diese sind leicht einzusehen, denn es gilt a%a® = e?'°8¢ewloge — glztw)loga — g(2+w),
Der Beweis der anderen Rechenregeln verlauft analog.
Wir verifizieren ebenfalls, dass fiir o > 0

log x

lim =0 wund lim z%logz =0
z—oo % z—0+

gilt. Mit anderen Worten bedeutet dies, dass log fiir z — oo langsamer wéchst als jede
Potenz z“.

Wir untersuchen im Folgenden die Funktionen Sinus und Cosinus speziell fiir reelle
Argumente und interessieren uns zunéchst fiir ihre Nullstellen.
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4.7 Lemma. Fir x € (0,2] gilt:

x3<'n < d 1 x2< <1 x2+x4
- — 1 - — - — + —.
x 6 sinx <x un 5 COS T 5 2

Insbesondere ist sinx > 0 fiir z € (0,2].

Beweis. Fiir z € (0, 2] gilt

o o B S B 23
—_— Y
>0 >0
denn es ist £ — (f:;, = w"[("iz)ig;m*wz] > 0. Andererseits gilt
. A z’ 2°
sSinx =x — 3 5\ T +...<umz,
>0 >0

und somit folgt die Behauptung fiir die Sinusfunktion. Die Abschétzung fiir cos verlduft

analog.
d

Insbesondere gilt
sinz > 0 fiir z € (0, 2],

und cos ist eine streng monoton fallende Funktion auf dem Intervall [0,2]; denn fiir
x > y folgt
COST — COsY = —2 sin(m + y) sin(x ; y)

- AN v
-~ -~

>0 >0

<0, =z,y€l0,2].

Diese Eigenschaften implizieren, dass die Cosinusfunktion im Intervall [0, 2] genau eine
Nullstelle besitzt, wie wir im folgenden Satz sehen werden.

4.8. Satz und Definition der Zahl 7. Die Cosinus-Funktion hat im Intervall [0, 2]
genau eine Nullstelle xy. Wir setzen

T = 2xy.
Die Bezeichnung 7 wurde durch das oben schon erwidhnte Eulersche Lehrbuch populér

und konnte aus dem griechischen Wort mepipepeia fiir Umfang herriihren. Versucht
man die Zahl 7w heute numerisch zu berechnen, so erhilt man

m = 3,14159 2653589793 23846 . ..
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Beweis. Es gilt cos(0 = 1 und das obige Lemma 4.7 impliziert, dass cos 2 < 1— 22—2+§ =
—% < 0 gilt. Da cos stetig ist, folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass cos mindestens
eine Nullstelle ¢ in [0, 2] besitzt. Die Eindeutigkeit der Nullstelle folgt aus der strengen
Monotonie von cos auf [0, 2].

O

4.9 Bemerkung. Eine reelle Zahl heifit algebraisch, falls sie Nullstelle eines nicht-
trivialen Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten ist. Zum Beispiel ist jede rationale
Zahl p/q als Nullstelle des Polynoms z +— gz — p algebraisch. Reelle Zahlen, welche
nicht algebraisch sind, heiflen transzendente Zahlen ; letztere sind insbesondere irra-
tional. H. J. Lambert bewies schon 1761, dass 7 irrational ist. Den Nachweis, dass 7
sogar transzendent ist, erbrachte F. Lindemann im Jahre 1882. Dieser Satz entschied
auch das iiber zweitausend Jahre alte und bis heute beriihmte Problem der Quadratur
des Kreises und zwar negativ: es ist unmdéglich, allein mit Zirkel und Lineal zu einem
vorgegebenen Kreis ein flichengleiches Quadrat zu konstruieren.

Die obige Definition der Zahl 7 impliziert insbesondere, dass
m o
cos 3 un sin

gilt. Letztere Gleichheit gilt, da aus cos® Z + sin? % = 1 zunéchst sin § = +1 folgt, und
die Positivitdt des Sinus in (0, 2] schliefllich sin 7 = 1 impliziert.

Kombiniert man diese Formeln mit der Eulerschen Formel aus Satz 4.2 b), so erhalten
wir €/? = cos(n/2) + isin(r/2) = i und allgemeiner gilt die folgende Tabelle der
Funktionswerte von cos z, sin z und e*:

3
T 0 g T | 5T
cosr |10 -1 0
sinz |01 0 | —1
e 12| -11—2

Kombiniert man die obigen Funktionswerte mit der Funktionalgleichung der Exponen-
tialfunktion, so erhalten wir die wichtige Eigenschaft der Periodizitdt der Exponenti-
alfunktion.

4.10 Satz. Fiir alle z € C und n € Z gilt

z+ilw zm 2+2inm z
2

e = e*1", und insbesondere e = €.

Dies bedeutet, dass die Exponentialfunktion die rein imagindre Periode 2mi besitzt.

Im folgenden Korollar fassen wir weitere Eigenschaften der trigonometrischen Funktio-
nen zusammen.
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4.11 Korollar. a) Fiir z € C gilt
i) cos(z+ %) = —sinz, cos(z+m) = —cosz, cos(z+2m)=cosz,

i) sin(z + §) =cosz, sin(z+m) = —sinz, sin(z+27) =-sinz,

insbesondere sind die Funktionen sin und cos periodische Funktionen mit der rellen
Periode 2.
b) Es gilt

T .
cosz =0 & z=§+n7rfﬁremn€Z,

sinz =0 <& z=nr firenn¢€Z,

=1 & z=2mnr fireinn € Z.

Wir beschlielen unsere Diskussion der trigonometrischen Funktionen vorerst mit der
Einfiihrung der Tangens- und Cotangensfunktion. Genauer gesagt, definieren wir die
Tangensfunktion tan und die Cotangensfunktion cot als

tan: C\{r/2 +nr:neZ}—-C, =z :)I;Z und
z
cot :C\{nr:neZ}—-C, =z oy B2
sin z

Zum Abschluss dieses Abschnitts wenden wir uns den Umkehrfunktionen der trigono-
metrischen Funktionen sowie den hyperbolischen Funktionen zu. Wir beginnen mit den
folgenden Eigenschaften von sin, cos und tan.

4.12 Lemma. a) Die Funktion cos : [0,7] — [—1,1] ist stetig, surjektiv und streng
monoton fallend.

b) Die Funktion sin : -3, 7] — [=1,1] ist stetig, surjektiv und streng monoton stei-
gend.

c) Die Funktion tan : (=3, 7) — R ist stetig, surjektiv und streng monoton steigend.

Das obige Lemma impliziert daher, dass die Umkehrfunktionen

arccos :  [—1,1] — [0, 7]
T
in:  [—1,1] = [-=, =
arcsin [—1,1] = | 2,2]
arctan: R — (—z E)

2’2
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von sin,cos und tan auf den jeweiligen Intervallen existieren. Diese heiflen Arcus-
Funktionen und sie sind nach Satz 1.13 stetig.

Unser jetziger Kenntnisstand erlaubt es nun auch, die Polarkoordinatendarstellung der
komplexen Zahlen zu behandeln. Genauer gesagt gilt der folgende Satz.

4.13 Satz. (Polarkoordinatendastellung komplexer Zahlen). Jedes z € C\ {0} besitzt
eine Darstellung der Form

z=re'?,
wobei r = |z| und ¢ € R bis auf die Addition eines ganzen Vielfachen von 21 bestimmit
18t.

In der obigen Darstellung heifit  der Betrag und ¢ das Argument der komplexen Zahl
z e C

Beweis. Fiir z € C\ {0} existieren z,y € R mit & =« +1y. Es gilt dann 224+yt=1
und somit z,y € [—1,1]. Daher ist

L arccosz, y >0,
Y= 1 —arccos z, y<0,

wohldefiniert und ¢ € [0, 7| falls y > 0. Nach Lemma 4.7 ist sin ¢ > 0 fiir alle ¢ € [0, 2]
und da sin ¢ = sin(7 — ¢) gilt (vgl. 4.11 b)), folgt sin ¢ > 0 fiir alle ¢ € [0, 7]. Weiter,
da sin? p = 1 — cos? ¢ = y? gilt, folgt sin ¢ = y. Wir erhalten also

; . . z
e’ =cosp+ising =x+ iy = ﬂ’
z

und somit z = re* fiir 7 = |z|. Der Fall y < 0 verliuft analog.
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4.14 Bemerkungen. a) Mit Hilfe der Polarkoordinatendarstellung lisst sich das
Produkt komplexer Zahlen in der Gaufischen Zahlenebene geometrisch gut veranschau-
lichen. Fiir z = |z[e" und w = |wl|e™ gilt

2w = |zw|ePTY).

b) Ferner existieren zu jedem z € C und zu jedem n € N genau n verschiedene Zahlen
21,...,2p, € C mit 2 = 2z fiir alle £ = 1,...,n. Diese Zahlen heiflen n-te Wurzeln
von z. Insbesondere existieren zu jedem n € N genau n verschiedene Einheitswurzeln
&1,82,...,&n, d.h. komplexe Zahlen &, mit & = 1 fiir alle £ = 1,...,n. Die n-ten
Waurzeln einer komplexen Zahl z = re®# sind explizit gegeben durch

Z( go+‘721i7rk )

Zp = {‘/?fk mit fk =€

fiiralle k=1,...,n.

Bei vielen Fragestellungen taucht die Exponentialfunktion in den Kombinationen 1/2(e*+
e ?) und 1/2(e* — e #) auf. Hierauf basierend definieren wir die hyperbolischen Funk-
tionen wie folgt:

1

coshz = 5(62 + e *) Cosinus hyperbolicus,
1

sinhz := i(ez — e *) Sinus hyperbolicus,
sinh z

tanhz := Tangens hyperbolicus,
cosh z
cosh z

cothz = — Cotangens hyperbolicus.
sinh z

Die Beziehungen
cosh z = cosiz, sinhz = —isiniz, 2z¢€C

und
cosh’z —sinh?z2=1, zeC

sind ebenso schnell einzusehen, wie die Potenzreihendarstellung

oo ; 00 ;
27 z2]—|—1

z .
COShZZZ@, bzw. SlnhZZZm, z € C.



IV Differentialrechnung einer
Variablen

1 Differenzierbare Funktionen

Die auf Leibniz und Newton zuriickgehende Differential- und Integralrechnung bildet
den inhaltlichen Kern der Grundvorlesungen iiber Analysis. Wir beschrinken uns in
diesem Abschnitt auf die Differentialrechnung von Funktionen einer reellen Variablen,
lassen aber weiterhin komplexwertige Funktionen zu.

Wir beginnen mit dem Problem eine gegebene Funktion f : D C R — K durch
eine affine Funktion im Punkt zy € D zu approximieren. Gilt speziell K = R, so kann
man diese Fragestellung geometrisch so interpretieren, dass wir die Tangente an den
Graphen von f im Punkt (¢, f(2)) bestimmen wollen.

Die grundlegende Idee zur Losung obigen Problems besteht darin, die Tangente durch
die Gerade durch die Punkte (zo, f(zo)) und (x¢ + h, f(zo + h)) fiir kleines h zu ap-
proximieren. Die Steigung dieser Geraden ist dann gegeben durch M Dies
motiviert die folgende Definition.

1.1 Definition. Essei D C R und zy € D ein Haufungspunkt von D. Eine Funktion
f: D — K heiit differenzierbar in xy € D, falls
lim f(@) = f(=o) — lim f(@o +h) — f(x0)

T—Z0 T — X h—0 h

existiert. Dieser Grenzwert heifit Ableitung von f in xo und wird mit f'(x,) oder %(mo)
bezeichnet. Ist f in jedem x € M differenzierbar, so heifit f differenzierbar und die
Abbildung f': M — K z — f'(x) heifit die Ableitung von f.

87
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1.2 Beispiele. a) Die Funktion f: R — R, f(z) = 2" ist fiir jedes n € N differen-
zierbar und es gilt f/(z) = na™ ! fiir alle 7 € R, da

z" — g - - - 12T p1 1 1 1
O =g a2l 2+ a2l P R el el L+ 2l = nal

r — Xy

gilt.

b) Die Funktion f : R — C, f(z) = e** ist fiir alle & € C differenzierbar und es gilt
f'(xz) = ae*®, denn es ist

ea(wo+h) — %0 eah -1 hes0

— Q0 azo
h e

) — e,

analog zu Beispiel 3.15 b).

Im folgenden Satz wollen wir den Begriff der Differenzierbarkeit dquivalent umformen.
Dabei setzen wir immer voraus, dass xo € D ein Haufungspunkt von D ist.

1.3 Satz. Fiir eine Funktion f : M C R — K und o € M sind folgende Aussagen
dquivalent.

i) Die Funktion f ist in o differenzierbar.
ii) Es existiert eine in xq stetige Funktion ¢ : M — K mit
f(z) = f(zo) + (x —zo)p(z), =x€ M.
In diesem Fall gilt f'(xo) = @(x).
iii) Es existiert eine lineare Abbildung L : R — K mit

lim f(xo+h) — f(xo) — Lh _
h—0 h

In diesem Fall gilt f'(xo)h = Lh fir alle h € R.

0.

Beweis. i) = 1i): Nach Voraussetzung besitzt die Funktion z +— %ﬁgwo) fiir z €
M \ {zo} eine in z; stetige Fortsetzung ¢. Im Punkt z4 gilt dann ¢(zo) = f'(xo).

i1) = 14i): Die durch Lh := p(x0)h = f'(xo)h definierte lineare Abbildung erfiillt die
in Aussage iii) geforderten Eigenschaften.

i11) = 1): Es sei L eine lineare Abbildung, welche die Aussage iii) erfiillt. Gilt Lh = ah

fiir ein o € C, so folgt

lim f(wo+h) ~ f(wo) —a=lim f(wo 4+ h) = f(x0) — b =
h—0 h h—0 h

0;

also ist f in z differenzierbar und es gilt f'(zy) = .
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Die Aussage iii) des obigen Satzes besagt, dass fiir eine differenzierbare Funktion f
der Zuwachs f(xo + h) — f(xo) von f durch Lh derart gut approximiert wird, dass
die Differenz f(zq + h) — f(xo) — Lh fiir h — 0 schneller gegen 0 konvergiert als h
selbst. Diese Formulierung zielt darauf ab Funktionen lokal durch lineare Funktionen zu
approximieren und wird spiter mit Hilfe des Satzes von Taylor noch ausgebaut. Sie ist
dann auch der Ausgangspunkt fiir die Ubertragung des Begriffs der Differenzierbarkeit
auf Funktionen mehrerer Variablen.

Satz 1.3 impliziert zundchst unmittelbar, dass eine in xy differenzierbare Funktion dort
auch stetig ist.

1.4 Korollar. Fine in xqg € M C R differenzierbare Funktion f : M — K ist in x
auch stetig.

Wir bemerken, dass die Umkehrung von Korollar 1.4 im allgemeinen nicht gilt. Be-
trachte hierzu zum Beispiel die Betragsfunktion f(z) = |z| im Punkt 0. Wir bemerken
ferner, dass stetige Funktionen auf R existieren, welche in keinem Punkt differenzierbar
sind.

1.5 Satz. (Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen) FEs seien f,g: M C R - K
i xg € M differenzierbare Funktionen. Dann gelten die folgenden Aussagen:
a) Die Funktion of + Bg ist differenzierbar in xo fir alle o, 8 € K und es gilt

(af + Bg) (x0) = af'(20) + Bg (o).

Die Ableitung ist also insbesondere eine lineare Abbildung.
b) (Produktregel). Das Produnkt f - g ist in xo differenzierbar und es gilt

(f -9)(wo) = f'(w0)g(wo) + f(20)g (0)-

c) (Quotientenregel). Ist g(zo) # 0, so ezistiert ein 6 > 0 mit der Figenschaft, dass
§ : M N (xg— 5,20 + ) = Kin zy differenzierbar ist und dass

Fyieny = F1(@0)g(20) — f(20)g'(w0)
(9) (@) 9%(2o)
gilt.

Beweis. Die Aussage a) folgt direkt aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte.
Um die Aussage b) zu beweisen, sei h # 0 und zo + h € M. Es gilt dann

flon Molan £0) — f(oololoe) - Slrot 1) = Jloo) oy,
9(zo + h) — g(zo)
- (o)

— f'(z0)g(xo) + g'(20) f (o).
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In dhnlicher Weise beweisen wir die Aussage c). Genauer gesagt gilt

f(moth) _ [f(zo)

gwoth) — g@o)  _ 1 [f(zo + h) = fzo)lg(zo)  [g(w0 + h) — g(x0)]f (o)
h g(zo + h)g(z0) h h
h=30 f'(x0)g(wo) — f(xo)g'(fvo).
9°(z0)
O

1.6 Beispiele. a) Ein Polynom p der Form p(z) = 5% + 72? + 3z ist differenzierbar
mit der Ableitung p'(z) = 152% + 14z + 3. Dies folgt aus Beispiel 1.2 a) und Satz 1.5

a).

b) Die Sinus- sowie die Cosinusfunktion sind differenzierbar fiir jedes z € R und es gilt

sin’(z) = cos z, cos'(z) = —sinz, =z €R,

denn es gilt sinz = 5 (¢” — e ™) und Beispiel 1.2 b) und Satz 1.5 a) implizieren

1 ) .
(sinz)' = ?(ie” +ie ") = cosx.
i

c) Die Ableitung der Tangensfunktion ist nach der Quotienten-Regel gegeben durch

cos’z +sin?z mas 1

(tanz) = =1+tan®z, xER\{g—i—lm:keZ}.

cos? x cos? x
d) Fiir n € Nsei f : R\{0} — R gegeben durch x — 2. Dann gilt f'(z) = —nz ™",
denn es ist f = ; fiir die differenzierbare Funktion A(z) = 2" und nach der Quotien-
tenregel gilt f'(z) = _”;22_1 = —nz ™! fiir alle x € R\ {0}.

1.7 Satz. (Kettenregel) FEs seien f : Dy C R = Rund g : Dy, C R — R zwei
Funktionen mit g(Dy) C Dy. Ist g in zo € Dy und f in g(zo) € Dy differenzierbar, so
ist fog: Dy CR— K in xo differenzierbar und es gilt

(fo g)l(xo) = f’(g(xo)) 'gl(xo)-

Beweis. Nach Satz 1.3 existieren in z bzw. in g(x,) stetige Funktionen ¢ und ¢,
mit

f@W) — flvo) = (w—w)esly), ye€ Dy
9(z) —g(zo) = (7 —z0)py(x), z€ Dy
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Deshalb gilt
(fog)(@) = (fog)(xo) = (9(x) = 9(0))pr(9(x)) = (x — 20) g(2) s (9(x))
—_———

=:p()

mit einer in z, stetigen Funktion ¢ := ¢, (¢y o ¢). Der Satz 1.3 impliziert weiter, dass
f ogin z differenzierbar ist, und dass

(fo9) (zo) = w(x0) = @g(x0)ps(g(x0)) = f'(9(20)) - ¢' (o)

gilt.
d

Zum Abschluss dieses Abschnitts untersuchen wir noch die Ableitung der Umkehrfunk-
tion einer gegebenen differenzierbaren Funktion.

1.8 Satz. (Ableitung der Umkehrfunktion). FEs sei J C R ein Intervall und g die
Umkehrfunktion einer stetigen und streng monotonen Funktion f : J — R. Ist f
in xy € J differenzierbar und ist f'(x¢) # 0, so ist g : f(J) = R in yo := f(zo)
differenzierbar und es gilt

! =d(f(z = 1 = .
g (yo) =g (f( 0)) f’(ﬂio) f,(g(yo).

Beweis. Nach Voraussetzung und Satz 1.3 existiert eine in z, stetige Funktion ¢ mit
f(z) = f(zo) = (x — x)p(x) fiir alle z € J. Wegen der strengen Monotonie von f und
da f'(zg) # 0 folgt ¢(x) # 0 fiir alle 2 in einer Umgebung von z,. Fiir x = ¢(y) in
dieser Umgebung gilt dann

y—yo=fg()) — flg(w)) = (9(y) — 9(w0))e(9(v)), v e f(J).

Daher ist g(y) — g(yo) = (v — yo)m, mit einer nach Kapitel III.1 in z, stetigen

Funktion ¢ o g. Satz 1.3 impliziert wiederum, dass ¢ in y, differenzierbar ist, und dass
gilt
1 1 1 1

900 = Clatu) ~ wlao) ~ Plan) ~ Flalun)

O

1.9 Beispiel. Die Funktion tan : (—7/2,7/2) — R ist nach Beispiel 1.6 c¢) diffe-
renzierbar und es gilt tan’'(z) = 1 + tan®z fiir alle z € (—7/2,7/2). Also ist auch
arctan : R — R differenzierbar und es gilt

1 1

tan'(y) = - '
arctan’(y) 1 + tan?(arctan ) 1+y?
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2 Der Mittelwertsatz und Anwendungen

Wir haben in Abschnitt II1.3 gesehen, dass eine reelle, stetige Funktion f auf einer
kompakten Menge ein globales Maximum und ein globales Miminum besitzt. Ist die
Funktion f zusitzlich differenzierbar, so liefert die Ableitung eine zusétzliche Infor-
mation zur Lage der Extremalstellen. Genauer gilt das unten stehende notwendige
Kriterium fiir Extremalwerte; als Anwendung des Mittelwertsatzes stellen wir dann
auch ein hierfiir hinreichendes Kriterium auf.

2.1 Definition. Ist f: D C R — R eine Funktion, so heifit zy € D lokales Maximum
(Minimum) von f, falls ein § > 0 existiert mit

f(z) < fxo) (f(z) > f(xg)), fiirallex € DN (zg—0,z0+ ).

Lokale Maxima oder Minima heissen auch lokale Ezrtrema einer gegebenen Funktion f;
im Folgenden bestimmen wir Kriterien welche es erlauben eine gegebene Funktion nach
lokalen Extremwerten zu untersuchen. Wir beginnen zunéchst mit einem notwendigem
Kriterium fiir Extremwerte.

2.2 Satz. FEs seien a,b € R mit a < b und f : (a,b) — R eine Funktion, welche in
xo € (a,b) ein lokales Extremum besitzt. Ist f in zo differenzierbar, so gilt f'(xy) = 0.

Beweis. Es sei xy ein lokales Minimum von f. Dann existiert § > 0 mit
f(z) — f(xo) >0, fiir alle x € (xg — §, 20 + ).

Dabher gilt einerseits f'(xo) = limg_z,—0 %ﬁ“) < 0 und andererseits

limy 4010 %ﬁzo) > 0 und somit f'(zg) = 0. Der Beweis fiir ein lokales Maximum
verlduft analog.

Il

Wir bemerken an dieser Stelle, dass die Umkehrung obigen Satzes im Allgemeinen nicht
gilt und dass eine auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b] definierte Funktion f ein
Extremum in ¢ oder b annehmen kann, auch wenn f'(a) # 0 oder f'(b) # 0.

Der folgende Satz von Rolle ist eine einfache Konsequenz des obigen Satzes.

2.3 Korollar. (Satz von Rolle).  Es sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion welche
in (a,b) differenzierbar ist. Gilt f(a) = f(b), so existiert £ € (a,b) mit f'(§) = 0.

Beweis. Ist f eine konstante Funktion, so gilt f' = 0 und somit die Aussage. Wir
nehmen also an, dass f eine nichtkonstante Funktion sei. Nach Satz I11.3.9 nimmt f
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auf dem kompakten Intervall [a, b] sein globales Maximum max f bzw. Minimum min f
an, wobei max f # f(a) = f(b) oder min f # f(a) = f(b) gilt. Es existiert also ein
¢ € (a,b) welches Extremum von f ist. Nach obigem Satz 2.2 gilt somit f'(£) = 0.

U

Der folgende Mittelwertsatz ist das zentrale Theorem dieses Abschnitts. Er hat weit-
reichende Konsequenzen fiir die Analysis von Funktionen einer reellen Variablen.

2.4 Theorem. (Mittelwertsatz). Ist f : [a,b] — R eine stetige Fnktion, welche in
(a,b) differenzierbar ist, so existiert ein & € (a,b) mit

f(0) = fla) = F(€)(b—a).

Beweis. Wir definieren eine Funktion F': [a,b] — R durch

f(b) — f(a)

Fla) = fa) - 25—

(x — a).

Dann ist F' stetig auf [a, b], differenzierbar in (a,b) und es gilt F(a) = f(a) = F(b).
Nach dem Satz von Rolle 2.3 existiert daher ein £ € (a, b) mit

re=0=re- 010
U]

Wir bemerken an dieser Stelle, dass der Mittelwertsatz fiir differenzierbare Funktionen
f : (a,b) — C nichtrichtig ist. Ein Gegenbeispiel hierfiir ist die Funktion f : [0, 27] — C
gegeben durch f(z) = €. Es gilt dann f(0) = 1 = f(2m), aber f'(z) = ie®® # 0 fiir
alle z € [0, 27].

Der Mittelwertsatz hat viele wichtige Konsequenzen: Einige hiervon sind im folgenden
Korollar zusammengefasst.

2.5 Korollar. FEs sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, welche in (a,b) differen-
zierbar ist. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) f ist konstant < f'(x) = 0 fir alle x € (a,b).
b)

0 fiir alle z € (a,

> ( f ist monoton wachsend in (a,b).
<0 fir alle x € (
> (
< (

a,
0 fiir alle x €
0 fiir alle z € (a,

f ist streng monoton wachsend in (a,b).

=

& f ist monoton fallend in (a,b).
a,b) =
=

f ist streng monoton fallend in (a,b).



94 Kapitel Inhaltsverzeichnis

¢) Ist f'(zo) = 0 fiir ein zy € (a,b), so ist xy ein

i) lokales Minimum, wenn f' <0 in (a,x¢) und f' > 0 in (zo,b);

ii) lokales Maxzimum, wenn f' > 0 in (a, ) und f' <0 in (zo,b).
d) Ist |f'(z)| < L fiir alle x € [a,b], so gilt

[f(z) = fW)| < Llz—yl,  fir alle z,y € [a, b],
d.h. mit anderen Worten, dass f Lipschitz-stetig ist mit Lipschitz-Konstante L.

e) Die Funktion f' besitzt die Zwischenwerteigenschaft, obwohl f' im allgemeinen
nicht stetig ist. Genauer sei f'(a) # f'(b) und min{ f'(a), f'(b)} < a < max{f'(a), f'(b)},
so existiert & € (a,b) mit f'(€) = .

Beweis. a) Ist f konstant, so ist klarerweise f'(x) = 0 fiir alle z € (a, b). Umgekehrt,
sei € (a,b]. Nach dem Mittelwertsatz und der Voraussetzung existiert £ € (a, ) mit
f(@) = f(a) = f'(§)(z — a) = 0. Also ist f(x) = f(a).

b) Die Definition der Differenzierbarkeit impliziert unmittelbar, dass f'(x) > 0 fiir alle
z € (a,b) ist, falls f monoton steigend ist. Umgekehrt sei @ < z < y < b. Wiederum
existiert nach dem Mittelwertsatz ein & € (z,y) mit

)= fl=) =€) [y — =) 20,
—~— ——
>0 >0
falls f' > 0 gilt. )
Die Aussagen c¢) d) und e) iiberlassen wir als Ubungsaufgaben.
U

Eine weitere Folgerung aus dem Mittelwertsatz ist die folgende Charakterisierung der
Exponentialfunktion auf R.

2.6 Korollar. Die Ezxponentialfunktion exp ist die einzige differenzierbare Funktion
f:R—C mit f'=f und f(0) =1.

Zum Beweis betrachten wir die Funktion g(z) := f(z)e™” fiir x € R. Dann gilt ¢'(z) =
[f'(z) — f(z)]e ® = 0 fiir alle z € R und somit ist g eine Konstante mit dem Wert

9(0) =1.

2.7 Satz. (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Es seien f,g : [a,b] — R stetige
Funktionen, welche in (a,b) differenzierbar sind und es gelte g'(x) # 0 fir alle x €

(a,b).

Dann ist g(a) # g(b) und es existiert ein & € (a,b) mit
£ = fa) _ £1€)
g9(b) —g(a)  ¢'(&)
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Beweis.  Zunichst gilt g(a) # g(b), denn ansonsten wiirde nach dem Satz von Rolle
2.3 ein z € (a,b) existieren mit ¢'(z) = 0, im Widerspruch zur Voraussetzung. Um die
eigentliche Aussage des Satzes zu beweisen, definieren wir F': [a,b] — R durch

f0) - f@,
m(g(m) 9(a)).

Dann ist F'(a) = f(a) = F(b) und nach dem Satz von Rolle 2.3 existiert ein & € (a, b)
mit

Fla) = f(x) -

0=F(&)=r(~-"Fri— "~
0

Mit Hilfe des verallgemeinerten Mittelwertsatzes beweisen wir auch die I’Hospitalschen
Regeln. Sie gestatten es, Grenzwerte der Form lim,_,,, % zu bestimmen, wenn sowohl

f(z) als auch g(z) fiir x — xy gegen 0 oder gegen oo konvergieren.

2.8 Korollar. (Regeln von I'Hospital). FEs seien —o0o < a < b < oo und f,g: (a,b) —
R zwei differenzierbare Funktionen mit ¢'(x) # 0 fiir alle © € (a,b). Falls

a) limg_, f(z) = 0 = lim,_,, g(z) oder

b) lim, . f(x) = 0o = lim,_,, g(z),

gilt und lim,_,, f(@) existiert, so existiert auch lim,_,,

g'(z)
lim & = lim @)

T—a g(x) T—a g’(x) '

I(@)

e und es gilt

Das entsprechende Resultat gilt auch fiir x — b,x — 0o oder x — —o0.

Beweis.  Wir beweisen zunéchst die Aussage fiir den Fall a) und fassen f und g als
stetige Funktionen in a auf, indem wir f(a) = g(a) = 0 setzen. Nach dem verallgemei-
nerten Mittelwertsatz existiert zu jedem z € (a,b) ein £ € (a,x) mit

@) _ [©
g(z)  g'(€)
Gilt x — a, so folgt £ — @ und somit die Behauptung.

Im Fall b) setze ¢ := lim,_,, %. Dann existiert zu jedem £ > 0 ein ¢ € (a, b) mit

)
‘fl(x)
g9'(z)

— q‘ <eg, firallez € (a,c).

Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz gilt dann fiir beliebige z,y € (a,c) mit
TFY
|f($) -
9(x) —g(y)

—q| <e.
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Da nach Voraussetzung lim,_,, g(x) = oo, existiert ein ¢’ € (a, ¢) mit

|%| <& und |%‘ <e fir alle z € (a,c).
Somit ergibt sich
flz) 9w\ @) —fy) L fly) g(y)
@ "1 = 10 )@= T ) " et
< e(2+q[+e)
fiir alle = € (a, '), d.h. es gilt lim,_,, ﬁ =gq = lim,_,, %.

)
Die verbleibenden Fille beweist man analog.

Die I’Hospitalschen Regeln werden oft mit Vorteil verwendet um Grenzwerte zu be-
stimmen.

2.9 Beispiele. Es gelten die folgenden Aussagen:

1
log(lte) 28 1. o= _ 1

a) lim
z—0 z z—0
logz 28 1.1 1 1
b) lim L= lim -=—— = lim — =0, a>0
z—o0 T z—>00 T *T z—00 ¥
. . _si 2.8 5. _ 2.8 ;. i
¢) lim(z= — 1) = lim 802 = iy _Lcosz == —_SIE____ — (),
r—0 SInzT T r—0 Tsinz z—0 sSin z-+x Cos T z—0 COS T+COS T—x SIn T

Wir betrachten nun Ableitungen héherer Ordnung. Genauer sei f : D C R — K eine
differenzierbare Funktion. Ist f’ auch differenzierbar, so heifit f zweimal differenzierbar
und man nennt f” := (f')’ die zweite Ableitung von f. Allgemeiner definiert man die
n-te Ableitung f™ rekursiv als Ableitung von f(*~D. Fiir f™ schreiben wir auch ‘;Z—f
oder D" f.

2.10 Definition. Eine Funktion f : D C R — K heifit n-mal stetig differenzierbar,
falls f n-mal differenzierbar ist und die n-te Ableitung f™ noch stetig ist.

Die zweiten Ableitungen einer Funktion kann man auch geometrisch interpretieren;
hierzu fiihren wir zunéchst den Begriff einer konvexen Funktion ein.

2.11 Definition. Ist J C R ein Intervall und f : J — R eine Funktion, so heifit f
konver, falls fiir alle 21,29 € J und alle A € (0,1)

gilt.
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Den Zusammenhang zwischen konvexen Funktionen f und Eigenschaften von f liefert
der folgende Satz.

2.12 Satz. FEs sei f:J CR — R eine differenzierbare Funktion. Dann ist f genau
dann konvex, wenn f' monoton steigend ist.

Beweis. =>: Es seien z,x1,29 € J mit ;1 < x < z9. Wir wihlen A € (0,1) so,
dass £ = (1 — A)z; + Az gilt. Da f nach Voraussetzung konvex ist, gilt f(z) <
(1 = A)f(x1) + Af(z2). Daher ist

f(@) = flz1) < A(f(z2) — f(z1))
f(z2) = flz) = (1= N)[f(z2) — f(21)]
und da z — 21 = A(xg —x1) > 0und 29 —x > (1 — A)(zg — z1) > 0 gilt, ergibt sich
f(@) = f(z1) < f(@2) — f(z1) < f(xz)_f(x), T < T < T,
Somit gilt
fl(xl) — m_ljglw f(xa): : .];1(331) < f(x;i : £1($1) < x_ljagl_o w — f’($2)-

und f ist daher monoton wachsend. )
<=: Der Beweis verlduft #hnlich wie oben und wird dem Leser als Ubungsaufgabe
iiberlassen.

O
2.13 Korollar. Ist f: (a,b) = R eine zweimal differenzierbare Funktion, so gilt
f ist konver <= f >0 in (a,b).
2.14 Beispiel. Die Funktion — log ist konvex auf R, denn es gilt (logz)" = —-25 <0

fiir alle x > 0. Funktionen f mit der Eigenschaft, dass — f konvex ist, nennt man konkauv.
Speziell ist also log eine konkave Funktion auf R, .

Konvexe und konkave Funktionen sind wichtige Begriffe in der Analysis und haben
interessante Anwendungen. Wir betrachten hier speziell die Youngsche und die Hélder-
sche Ungleichung. Fiir p € (1, 00) nennen wir g € (1,00), mit

1 1

4+ =1

p q

den zu p konjugierten Index.
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2.15 Satz. (Youngsche Ungleichung). Fir 1 < p,q < co mit 1/p+1/q =1 gilt

1 1
ab < —d? +-b%, a,b>0.
p q

Beweis. Es seien a > 0 und b > 0, ansonsten ist die Behauptung trivial. Da log
eine konkave Funktion ist, folgt aus der Definition der Konvexitit mit A = 1/p und
(1—-X)=1/q, dass

a? b 1 1
log(— p + ;) > Eloga” + p log b? = log a + log b = log(ab)

gilt. Da die Exponentialfunktion monoton steigend ist, ergibt sich die Behauptung
durch Anwenden der Exponentialfunktion auf beiden Seiten der obigen Ungleichung.
O

Fiir einen Vektor = (1,2, ...,2,) € K” und p mit 1 < p < oo definieren wir

1
|z]lp = Z|‘Tj|p p

2.16 Korollar. (Holdersche Ungleichung). Fir 1 < p,q < oo mit 1/p+1/q =1 und
x,y € K" gilt

n
Dzl < lllpllyllo:
7j=1

Wir beobachten, dass der Spezialfall p = ¢ = 2 genau die aus der Linearen Algebra
bekannte Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung ist.

Beweis. OBdA seien z,y # 0. Die obige Youngsche Ungleichung impliziert

ez 7 I 7 G 71
zllp [[ylle ~ 2 Izl qllylld

Aufsummieren liefert

1 1
Z|||x]yj St

zlbllylly —p g

also die Behauptung.
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3 Der Satz von Taylor

In der bis hierher entwickelten Differentialrechnung approximierten wir eine im Punkt
a differenzierbare Funktion f durch affine Funktionen, d.h. es galt die Darstellung

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) + R(z)

mit der linearen Funktion f’ und einem gewissen Fehler R, fiir welchen lim,_,, R(z)(x—
a) = 0 galt. Unser jetztiges Ziel besteht darin, eine gegebene Funktion f durch Polyno-
me genauer als bisher zu approximieren. Genauer gesagt suchen wir fiir eine gegebene
n-mal differenzierbare Funktion f ein Polynom p vom Grade kleiner oder gleich n mit

(3-1) p(a) = f(a), p'(a) = f'(a), ..., p™(a) = fT(a).
Die Koeffizienten ag, . . ., a, eines solchen Polynoms p(z) = 377 ;a;(z — a)’ errechnen

sich wegen p*)(a) = klay zu
f*(a)
k!

Es existiert also genau ein Polynom vom Grade kleiner oder gleich n, welches (3.1)
erfiillt, ndmlich

ar = k:O,...,n.

f™(a)

n!

(Tuf)(z,a) = f(a) + 1(,“) (z—a)+7 "2(!“) (@—a)?+...+

Dies motiviert die folgende Definition.

(x —a)"™

3.1 Definition. Es seien I C R ein Intervall, f : I — R eine n-mal differenzierbare
Funktion und a € I. Dann heif3t T, f n-tes Taylorpolynom von f im Entwicklungspunkt
a.

Die Frage wie gut sich f durch 7, f approximieren lésst, hingt natiirlich vom Restglied

(Bnf)(z,0) := f(z) — (Tnf) (2, a)
ab. Eine befriedigende Antwort hierauf liefert der folgende Satz von Taylor.

3.2 Theorem. (Satz von Taylor). Es seien I C R ein Intervall, a,z € I mit a # x,
k>0 und f:1I— R eine (n+ 1)-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann existiert
ein £ € (min{a, 2}, max{a,z}) so, dass

Zf x_ay+f(nﬂ)(f)(x_f)n—lﬁ-l(x_a)n-l—l

kn! T —a

gilt.
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Beweis. Wir zeigen im Folgenden, dass das Restglied der Approximation durch

(n+1) T — n—k+1 1
(Ruf)(r,0) = T O (EZSyrii e

Tr—a

gegeben ist. Hierzu definieren wir Funktionen g : J — R und A : J — R durch

o) ,
=2 : j!(t) (@—=t),  h(t):= (= =),

wobei J das Intervall J := (min{a,z}, max{a,z}) bezeichnet. Es gilt dann ¢'(t) =
f(”“)(t)( D und K/(t) = —k(z —t)* ! fiir alle ¢ € J und nach dem verallgemeinerten
Mlttelwertsatz existiert ein £ € J mit

g9(x) —g(a) _ 4§
h(z) —h(a)  W(§)

Ferner gilt g(z) — g(a) = R, f(z, a) sowie h(z) — h(a) = —(x — a)* und deshalb ist

Rnf(x, a) — f(n+1) (5) (ZE - f)n—lﬁ—l(w N a)n-l—l'

kn! T —a
O

Setzt man im obigen Satz speziell K = n+ 1 oder £ = 1, so erhalten wir die Restglied-
darstellungen von Lagrange und Cauchy.

3.3 Korollar. Unter den obigen Voraussetzungen gilt

f(n+1) (g) (LE o a)n+1

o f(z,a) = (n+1)!

( Lagrangesche Darstellung des Restglieds)

und

ARIGIERT:

- . a)”(x —a)"™  (Cauchysche Darstellung des Restglieds).

Rnf(xa a) =

Wir betrachten im Folgenden eine beliebig oft differenzierbare Funktion f auf einem
Intervall J C R. Fiir a € J heifit

o0 n

(Tf)(z,a =Z (x —a)" li_)m(Tnf)(x,a)

n=0

die Taylorreihe von f in a. Es stellen sich dann natiirlicherweise die folgende Fragen:

a) Konvergiert die obige Reihe und wenn ja, gegen welchen Wert?
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b) Wird f in einer Umgebung von a durch seine Taylorreihe dargestellt?

Eine erste Antwort auf die Frage b) gibt der folgende Satz.

3.4 Satz. Es sei f : J — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion und z,a € J.
Dann gilt:
(Tf)(z,a) = f(z) <= lim R,f(z,a) =0.

n—00

Dieser Satz folgt natiirlich sofort aus dem Taylorschen Satz 3.2 und der Definition der

Konvergenz einer Reihe. Auf den ersten Blick erscheint die Aussage dieses Satzes als

relativ banal; es existieren jedoch Funktionen f, fiir welche lim R, f(z,a) existiert,
n—oQ

aber der Grenzwert verschieden von 0 ist. In diesem Fall konvergiert die Taylorreihe
an der Stelle x, aber nicht gegen den Funktionswert f(x)! Im folgenden Beispiel geben
wir explizit eine solche Funktion an.

3.5 Beispiel. Betrachte die Funktion f : R — R gegeben durch

. e_a%?, x#0
f(x)‘_{ 0, z=0.

Dann ist f auf R beliebig oft differenzierbar und es gilt f™(0) = 0 fiir alle n € Ny
(vgl. die Ubungen). Also ist

=, £™(0)

n!

z" = 0 fiir alle z € R, aber f(x) # 0 fiir x # 0.

n=0

Ein hinreichendes Kriterium fiir die Konvergenz der Taylorreihe gegen f wird im fol-
genden Korollar gegeben.

3.6 Korollar. Es sei f : J — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion und x,a € J.
Es existiere M > 0 mit

sup max |f™M(€)] < M bzw. sup max |f™(€)] < M.

neNy §E[a,a:] n€eNg §E[$,a]
Dann gilt
fl@) =" f™(a)(z —a)".
n=0

Der Beweis ist einfach. Da

Fr(E)
(n+1)!

1
(:L'—a)n+1| < M|:E—a,|"+ "—>_0)00

[(Raf)(z,a)] = | (n+1)!
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gilt, folgt die Behauptung aus Satz 3.4.

Wir erldutern den Satz von Taylor weiter anhand von Beispielen.

3.7 Beispiele. a) Es gilt

denn die Exponentialfunktion exp ist auf R beliebig oft differenzierbar und es gilt
f™(z) = e® fiir alle € R und fiir alle n € N. Also ist

und ferner gilt

(n) — o (n) —

max =e", max =1, ze€R
max [{(€)| = ¢, max | £ (©)

fiir alle n € N. Korollar 3.6 impliziert daher die Behauptung.

b) Fiir z € (—1, 1] gilt:

o0

mn
log(1+2) =) (-1~ —.
n=1

Zum Beweis betrachte f(z) := log(l + z) fiir alle z > —1. Dann ist f beliebig oft
differenzierbar und es gilt

(n—DI=D™* FO0)
14z 7’ 0!

(n) 0 —1)nt1
LTU RS I

f(@) =

und somit X
Tf(@,0) =3 j)

Jj=1

.

Die Lagrangsche Restglieddarstellung fiir z € [0, 1] lautet

(n+1) n+1 —1)rpntl
R, f(z,0) = L& (D r
(n+1)! (I+ &) (n+1)
fiir ein &in(0,1). Somit ist |R, f(z,0)| < %H\%A"“ < #17 und daher

R, f(z,0) =30, z€][0,1].
Falls —1 < x < 0, so gilt nach der Cauchyschen Restglieddarstellung

FODE) x—&En , nl(-1)" 72—,
n! ( z )x n= (1+f)”+1n!x i x )

Ry f(z,0) =
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und somit
|z —&|"
Rnf.'L',O = xZ|.
Ol = g g

Fir e (z,0)git E —x=¢64+1—(x+1) undsomit|%\=%=1—%<l./&lso
ist

R, f(z,0)| =% 0.

Insbesondere gilt fiir x = 1

2 (=1)"! 1 1 1
ln(m+1)=ln2:z( ) =l-g+3— 7T

womit wir den Wert der alternierenden harmonischen Reihe explizit bestimmt haben.

Der Satz von Taylor liefert auch ein wichtiges hinreichendes Kriterium fiir die Bestim-
mung lokaler Extremwerte.

3.8 Satz. (Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema). Es seien n € N ungerade,
J C R ein Intervall, f : J — R eine (n+ 1)-mal stetig differenzierbare Funktion, a € J
und es gelte

flla)=...= f™(a) =0, sowie f"(a)#0.

Dann gelten die folgenden Aussagen:
a) Ist f™ ) (a) > 0, so hat f in a ein lokales Minimum.
b) Ist f(a) < 0, so hat f in a ein lokales Mazimum.

Beweis. Bs sei f™1(a) > 0. Da nach Voraussetzung (1) auf J stetig ist, existiert
eine Umgebung Us(a) C J von a mit f™+Y(z) > 0 fiir alle # € Us(a). Der Satz
von Taylor mit der Restglieddarstellung von Lagrange impliziert, dass ein £ € Us(a)
existiert mit

>0

——
7 (g

—a)"" fiir all
(n+1)! (z—a)"" > f(a), fiirallex € U,

f(z) = fla) +

also die Behauptung. Fiir den Fall f™+9(a) < 0 verliuft der Beweis analog.
O

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir Nullstellen differenzierbarer Funktionen
ndherungsweise berechnen.
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Hierzu betrachten wir zunéichst eine affine Approximation von f gegeben durch F(z) =
f(o) + f'(wo)(z — mg). Ist f'(xg) # 0, so setzen wir

f(ﬂﬁo)
f'(wo)

1 =Ty —

Gilt z; € Dy, so verfahren wir analog weiter und setzen zy := z; — JJ:,((C;))_ Allgemeiner

definieren wir die (n + 1)-te Iterierte als

$n+1:f£n—m, :0,1,2,....
n

Dieses Verfahren zur ndherungsweisen Bestimmung einer Nullstelle einer gegebenen
Funktion heifit Newton-Vefahren.

3.9 Satz. (Konvergenzsatz fiir das Newton-Verfahren). Es sei f : [a,b] — R eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion und es gelte

a) [ besitzt in [a,b] eine Nullstelle &,
b) f'(xz) #0 fir alle x € [a,b],

c¢) f ist konver oder konkav auf [a, b],

d) Es gelte o — J{,((Z‘;)) € [a,b] fiir zo = a und ¢ = b.

Dann konvergiert das Newton-Verfahren fiir jedes xo € [a,b] monoton gegen & und es
gilt die Fehlerabschdtzung

M
|z — €] < %kﬂk —z 4%, k€N,

wobei m := min{|f'(7)| : 7 € [a,b]} und M := max{|f"(7)|: T € [a,b]} gilt.

Die obige Fehlerabschiitzung bedeutet, dass das Newton-Verfahren eine quadratische
Konvergenzordnung besitzt.

Beweis. Wir unterscheiden die vier Fille f' > 0, f” > 0, bzw. f' < 0, f" > 0, bzw.
f'>0,f"<0, bzw. f' <0, f”" <0 und beweisen hier im Detail aber nur den ersteren.
Der Beweis der anderen Fille verlauft analog.

Definiert man eine Funktion ¢ : [a,b] — R durch

_, 1@
p(z) == Fla)
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so erhalten wir, da f nach Voraussetzung monoton steigend ist und f(£) = 0 sowie
" >0 gilt,

oy @)= f@) (=) f@)f"(@) [ <0, x€laé]
¢(z)=1 f'(x)? T f(x)? { >0, z €0

Ferner ist ¢(£) = € ein Minimum von ¢ in [a, b]. Nach Voraussetzung d) ist deshalb
p(x) € [€,D] fiir alle z € [a,b] und es gilt p(z) < z fiir alle z € [, b]. Wir setzen nun

Tr1 = @(Tx).

Dann gilt z; € [€,b] und =, € [€,b] impliziert £ < zx11 < 2. Deshalb ist (z)en eine
monoton fallende Folge welche einen Grenzwert besitzt. Da ¢ stetig vorausgesetzt war,
folgt limy_,o, ) = £.

Zum Beweis der Fehlerabschitzung benutzen wir den Mittelwertsatz und erhalten

‘f(fﬂk)—f(f)‘
§

T —

> m,

was wiederum |z, — £| < If(mﬂ bedeutet. Wir schitzen |f(xy)| mit Hilfe des Satzes
von Taylor im Entwicklungspunkt z; ; anhand des Lagrangeschen Restglieds ab und
erhalten

Flow) = £l ) + Fox 1)@ — 2 0) +5 ()@ — a0’

TV
=0 nach Konstruktion

fiir ein & € (w,_1, k). Also gilt | f(zx)| < % (zx — 2x—1)* und daher

|z — €| < %Wk — zp_1[%
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4 Konvergenz von Funktionenfolgen

In der Analysis sind Approximationsverfahren fiir Funktionen f durch Funktionenfol-
gen (f,)nen mit gewissenen, oft ,,besseren “Eigenschaften als f sie besitzt, von zentra-
ler Bedeutung. So wird zum Beispiel unsere Konstruktion des Integrals im folgenden
Kapitel wesentlich von einem solchem Approximationsverfahren oder einem solchem
Grenzprozess bestimmt.

Wir beginnen diesen Abschnitt mit der Betrachtung einer Folge ( f;,)nen von Funktionen
fn : D — K mit einem gemeinsamen Definitionsbereich D C R. Die Folge (f,,)nen heifit
auf D punktweise konvergent, falls fiir alle z € D die Folge (f,,(2))nen in K konvergiert.
Die Vorschrift

f() = lim f, ()

definiert dann eine Grenzfunktion f : D — K. Es stellen sich nun natiirlicherweise die
folgenden Fragen:

a) Ubertragen sich zentrale Eigenschaften der Funktionen f,, wie Stetigkeit oder
Differenzierbarkeit, auf die Grenzfunktion f?

b) Lisst sich gegebenenfalls die Ableitung f’ der Grenzfunktion durch die Ableitun-
gen der Funktionen f,, berechnen?

Sind die Funktionen f, in 2y € D stetig, so ist die Grenzfunktion f in zy € D genau
dann stetig, wenn lim,_,,, f(z) = f(x¢) gilt, also genau dann wenn

lim lim f,(z) = lim lim f,(x)
T—To N—00 n—00 T—To

gilt. Die Frage nach der Stetigkeit der Grenzfunktion fiihrt uns also auf die Proble-
matik der Vertauschbarkeit von Grenzprozessen. Wir zeigen im Folgenden, dass solche
Grenzprozesse im Allgemeinen nicht vertauscht werden diirfen.

4.1 Beispiele.
a) Es sei D = [0, 1] und f,(z) = 2™ fiir alle z € [0,1] und alle n € N.

Dann sind die Funktionen f, fiir alle n € N auf D stetig, die Grenzfunktion f, gegeben
durch 0.1)
0, ze€l0,1
f(x)_{ 1, =1,
hingegen ist unstetig im Punkt z = 1.

b) Es sei wiederum D = [0,1] und g,(z) = % fiir alle n € N.
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Die Grenzfunktion ist ¢ = 0 mit der Ableitung ¢’ = 0. Andererseits gilt ¢/ (z) =
/ncosnz fiir alle n € N und die Folge ¢/ (z) divergiert an jeder Stelle z € D.

4.2 Definition. Es sei D C R eine Menge und f, : D — K fiir alle n € N eine
Funktion. Die Folge (fy)nen heiit gleichmafig konvergent auf D gegen f : M — K
falls zu jedem € > 0 ein Ny € N existiert mit

|f(z) — fu(z)] <e firallex € M,n> Nj.

4.3 Bemerkungen. a) Eine gleichméflig gegen f konvergente Funktionenfolge (f,)
konvergiert natiirlich auch punktweise gegen f. Die Umkehrung ist im Allgemeinen
falsch.

b) Setzt man

[flloo == sup | f ()],
€D

so konvergiert (f,)nen gleichmiBig gegen f, genau dann wenn

£ = Fllow =0

gilt.

c¢) Fiir die Funktionenfolgen aus den obigen Beispielen a) und b) gilt || f, — f|lec = 1
bzw. ||gn — 9llc = 1/+/n fiir alle n € N. Die Folge (f,)nen aus Beispiel a) konvergiert
nicht gleichméBig auf [0,1], denn ansonsten wiirde zu ¢ = ; ein N, existieren mit
" < % fiir alle z € [0,1) und alle n > Ny. Es ist aber lim, ,; z" =1 > % Widerspruch!
Hingegen konvergiert (g,) aus Beispiel b) gleichméflig auf [0,1] gegen g = 0, aber
(9!, )nen konvergiert nicht.

d) Der Unterschied zwischen punktweiser und gleichméfiiger Konvergenz kann wie folgt
beschrieben werden: betrachtet man bei punktweiser Konvergenz ein x € D, so existiert
zu jedem ¢ > 0 eine Zahl N = N(e, ) so, dass | f,(z) — f(z)| < € fiir alle n > N gilt.
Die Zahl N(g,z) darf hier von = abhéngen. Bei gleichmdffiger Konvergenz gibt es zu
jedem € > 0 eine universelle Zahl N = N(¢) so, dass fiir alle n > N(¢) und alle x € D
gilt: |fn(z) = f(2)] < e.

e) Fiir z > 0 und n € N betrachte f,(z) = -=. Dann konvergiert (f,)nen punktweise
gegen 0, fiir a > 0 konvergiert (f,)nen sogar gleichmifig auf [a,00) gegen 0, aber
(fn)nen konvergiert nicht gleichméBig gegen 0 auf [0, c0).

[y

Der folgende Satz gibt - analog zur Untersuchung bei Reihen - ein inneres Kriterium fiir
die gleichméflige Konvergenz einer Funktionenfolge an, ohne die Grenzfunktion explizit
kennen zu miissen.
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4.4 Satz. (Cauchy-Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz). FEine Folge (f,)nen von
Funktionen f, : D — K konvergiert genau dann gleichmdfig, wenn fir alle £ > 0 ein
Ny € N existiert mat

| fr = fillo <€ fiir alle n,m > Nj.

Beweis. =>: Die Folge (f,)nen konvergiere gleichméfig gegen die Grenzfunktion f. Es
existiert also zu jedem ¢ > 0 ein Ny mit || f, — f|le < § fiir alle n > N,. Somit gilt

||fn - fm”oo = ||fn - f” + ”f - fm”oo < e fiir alle n,m > No-

<=: Die Voraussetzung impliziert, dass (f,(z))nen fiir jedes z € D eine Cauchyfolge
in K ist. Da K vollstéindig ist, existiert ein eindeutiger Grenzwert welchen wir mit f(x)
bezeichnen. Fiir alle e > 0 existiert nach Voraussetzung ein N(g) mit | f,(z)— fm(2)| < &
fiir alle z € D und alle n,m > N(g). Daher ist

Jim [fo(2) = fm(2)| = [fu(z) = f(2)| <&, n > N(e),z €D,

und somit existiert fiir alle ¢ > 0 ein N(¢) mit |f,(z) — f(z)| < € fiir alle n > N(¢)
und alle z € D.
]

Im Folgenden beschéftigen wir uns nun im Detail mit der Eingangs gestellten Frage
unter welchen Bedingungen gewisse Eigenschaften der Funktionen f,, wie etwa Stetig-
keit, Beschranktheit oder Differenzierbarkeit sich auf die Grenzfunktion f iibertragen
lassen. Wir beginnen mit der Eigenschaft der Beschriankheit.

4.5 Lemma. Fs seien f, : D — K beschrdinkte Funktionen fir allen € N. Konvergiert

die Folge (fn)nen gleichmdfig auf D gegen eine Funktion f, so ist auch f beschrinkt
auf D.

Beweis. Zu € = 1 existiert Ny € N mit |f(z) — fn,(2)] < 1 fiir alle x € D. Nach
Voraussetzung existiert weiter eine Konstante My, mit |fy, (z)| < My, fiir alle x € D.
Also gilt

[f(@)] < |f(x) = fa, (@) + | fay(2)| <14 My, fiir alle z € D.
- L

- -

<1 SMN1
U

Das folgende Resultat besagt, dass die Eigenschaft der Stetigkeit einer approximie-
renden Funktionenfolge (f,)nen sich auf die Grenzfunktion f iibertriigt, sofern die
Konvergenz gleichmifig ist.
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4.6 Theorem. (Gleichmifliger Limes stetiger Funktionen ist stetig).

Es seten D C R und f, : D — K stetige Funktionen fir alle n € N. Konvergiert
(fr)nen gleichmdpfig gegen f : D — K, so ist f stetig. Mit anderen Worten bedeutet
dies, dass der gleichmdfige Limes stetiger Funktionen stetig ist.

Beweis. Es sei g € D und € > 0. Da (f,,)nen gleichmifig gegen f konvergiert, existiert
ein No € N mit |fn,(z) — f(z)| < 5 fiir alle z € D. Ferner, da fy, nach Voraussetzung
stetig ist, existiert ein 6 > 0 mit

€ L.
| frvo (@) — fg(zo)| < 3 fiir alle z € Us(zo) N D.
Deshalb gilt

[f () = fzo)| < [f(2) = o (@)] + [ fvo () = Fivo (w0) | + | v (m0) — f(20)| < €

-~ -~ -~

€ €
<5 <5 <

fir alle x € Us(xo) N D.

Das obige Beispiel 4.1 b) zeigt, dass ein zu Theorem 4.6 analoger Satz fiir differenzier-
bare Funktionen im Allgemeinen nicht giiltig sein kann. Wir miissen in dieser Situation
vielmehr die gleichméfiige Konvergenz der Folge (f!),en der Ableitungen gegen eine
Grenzfunktion fordern. Genauer gilt das folgende Resultat.

4.7 Theorem. Es seien a,b € R mit a < b und f, : [a,b] — K seien stetig differen-
zierbare Funktionen fir alle n € N mit den folgenden Eigenschaften:

a) Die Folge (fn(¢))nen C K konvergiert fir ein c € [a,b].

b) Es ezistiert eine Funktion f* : [a,b] — K derart, dass die Folge (f!)nen gleichmdfig
auf [a,b] gegen f* konvergiert.

Dann konvergiert die Folge (fn)nen gleichmdfig, die Grenzfunktion f ist differenzierbar
und die Folge (f})nen konviergiert gleichmdfig gegen f' = f*.

Beweis. Wir unterteilen den Beweis in drei Schritte:
Schritt 1: Wir zeigen zunéchst, dass die Folge (f,)nen gleichmiifiig konvergiert. In der
Tat gilt

(@) = fm (@) < |fa(2) = fin(2) = [fale) = fum ()] + [ fal€) = Fin(c)]

fiir alle n,m € N und alle z € [a, b]. Der Mittelwertsatz angewandt auf den ersten Term
der rechten Seite liefert

[fn(@) = fn (@) < 1F16) = Fa(©)llx — ¢ + [ fulc) = fm(c)|  fiir ein £ € (a,b).
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Fiir £ > 0 existiert nach Voraussetzung a) und b) ein Ny mit

9
1fn = falloo <

= 3b—a) fii alle n,m > Ny

und |fn(c) = fm(c)| < § fiir alle n,m > Ny. Deshalb ist

2(b—a)(b_a)+%:€ fiir alle = € [a, b].

Die erste Behauptung folgt nun aus dem Cauchy Kriterium 4.4.
Schritt 2: Wir setzen

f = lim f,.
n—oo

Dann konvergiert f,, gleichmé8ig gegen f nach Schritt 1. Nach Theorem 4.6 ist deshalb
die Grenzfunktion f stetig auf [a,b] und auch f* :=lim,_,, f; ist stetig auf [a, b].
Schritt 3: Wir zeigen, dass die Grenzfunktion f differenzierbar ist und dass f' = f*
gilt.

Hierzu betrachten wir fiir 2o € [a, b] die Funktion ¢ : [0, 1] — K gegeben durch

9(t) = falzo + t(z — o)) — £ (w0) (z — o).
Nach den Mittelwertsatz gilt g(1) — g(0) = ¢'(€) fiir ein £ € (0,1). Also ist
9(1)=9g(0) = fa(z)—fa(z0) — fr(x0) (x—20) = ¢'(§) = [fr(z0+E(z—0)) — fr (o) (z—20)
und somit gilt
f(@) = fmo) = [ (@o) (x — @) = [f* (w0 + £(z — m0)) — [ (0)](z — z0) =t (2) (2 — mo)

Nun ist f* nach Schritt 2 stetig und es gilt

lim ¢(z) = mlgglo [ (@o) — f*(z0) = 0.

T—>T0

Dabher ist f nach Satz 1.3 in zq differenzierbar und es gilt f'(x¢) = f*(zo).

4.8 Bemerkungen.
a) Es sei D =R und f, sei definiert durch

-1, z<-7
falz) =4 sin%F, —F<gp<E
I, &<u.
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Dann sind die Funktionen f,, stetig fiir alle n € N, aber die Grenzfunktion f definiert
durch

+1, z>0
f(z) = 0, z=0
-1, <0

ist unstetig in z = 0. Also konvergiert die Folge (f,,)nen nicht gleichméBig gegen f.

b) Fiir n € N betrachte die Funktionen f, : R — R gegeben durch f,(z) = *sin(n’z).
Dann konvergiert, die Folge (f,)nen gleichméBig gegen f = 0, denn es gilt sin(n?z) <1
fiir alle n € N und alle z € R. Also ist auch f’ = 0. Andererseits ist die Folge (f})(z) =
(ncos(az))nen divergent fiir alle z € R. Dies bedeutet, dass die Voraussetzung b) in
Theorem 4.7 unabdingbar ist.

Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir noch Kriterien fiir die Konvergenz
von Reihen von Funktionen.

4.9 Satz. (WeierstraBsches Konvergenzkriterium). FEs sei f, : D — K fiir n € N eine
Folge von Funktionen mit Y .- || fallco < 00. Dann konvergiert die Funktionenreihe
2o fn gleichmafig, d.h. die Folge der Partialsummen konvergiert gleichmdipig.

Den Beweis iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.
Das obige Weierstrasche Kriterium hat wichtige Anwendungen auf die Konvergenz

von Potenzreihen. Inbesondere gilt die folgende Folgerung.

4.10 Korollar. Eine Potenzreihe Y > a,z™ mit Konvergenzradius p > 0 konvergiert
fiir jedes r € (0, p) absolut und gleichmdfig auf U,(0) :={z € C: |z| <r}.

In der Tat wissen wir aus den uns schon bekannten Ergebnissen iiber Potenzreihen,
dass >, |an|r™ konvergiert. Betrachtet man die Funktionen f, : U,(0) — C gegeben
durch f,(z) := anz™, so gilt ||falle < |an|r™ und das Weierstrafische Kriterium 4.9
liefert die Behauptung.

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir, dass Potenzreihen im Inneren ihres Konver-
genzkreises stetige Funktionen definieren.

4.11 Korollar. Fine Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0 definiert auf U,(0) eine
stetige Funktion.

4.12 Beispiele. a) Die Reihe

Z cos TE;’LJ:)

n=1
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konvergiert absolut und gleichméfig auf R, denn es gilt |C°sf+$)| < & fiir alle z € R.
b) Die Riemannsche Zeta-Funktion  gegeben durch

1
=3

konvergiert absolut und gleichméflig auf der Menge {z € C: Rez > «} fiir jedes a > 1,

denn es ist || = || < &

Schliefllich untersuchen wir die Frage, ob die durch eine Potenzreihe dargestellte Funk-
tion differenzierbar ist. Hierzu zunéchst ein Lemma.

4.13 Lemma. Es sei Y .., a,x" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius o > 0. Dann
besitzt die formale Ableitung:

o0

Z na,z"

n=1

den Konvergenzradius .
Den Beweis iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.

4.14 Satz. Es sei f(z) = Y . a,x™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0.
Dann ist f : (—o, 0) = K differenzierbar und es gilt

(Z anxn)’ = f,(ll) = Znanx Z anx T e (_ga Q)a
n=0 n=1 n=0

d.h. Potenzreihen diirfen gliedweise differenziert werden.

Der Beweis folgt direkt aus Korollar 4.10 und Theorem 4.7.

Fiir |z| < 1 betrachten wir das folgende Beispiel:

= = 1 x
an"zxz_: - —x—Zx 1—3:):(1—:5)2'
n=1 n=1

Iteriert man die Aussage des obigen Satzes, so erhélt man die folgende Verschirfung
von Satz 4.14.

4.15 Korollar. Es sei f(z) = Y., a,a™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
p > 0. Dann ist f : (—p, 0) = K beliebig oft differenzierbar und es gilt

fiir alle n € Ny.
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Wir beschlielen diesen Abschnitt mit dem Abelschen Grenzwertsatz, welchen wir ohne
Beweis nur zitieren.

4.16 Satz. (Abelscher Grenzwertsatz). Es sei Y . o a, eine konvergente Reihe. Dann
konvergiert die Potenzreihe

gleichmdfig fiir x € [0, 1] und stellt somit eine stetige Funktion f :[0,1] — K dar.

4.17 Beispiel. Wir betrachten die Reihenentwicklung der arctan-Funktion gegeben
durch

2n+1

arctan(x) = Z (-1 °

L re(=1,1)
g1 €LY

Die Reihe )~ (—1)”ﬁ konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium. Also gilt mit dem

Abelschen Grenzwertsatz




V Integralrechnung einer Variablen

Die Bestimmung von Flichen, Volumen und Kurvenlingen gehort zu den historisch
gesehen, &dltesten mathematischen Problemen und viele dieser Fragestellungen sind aus
heutiger Sicht klassische Themen der Integrationstheorie.

So war es fiir ARCHIMEDES (287-212 v.Chr.) evident, dass eine krummlinig begrenzte
Figur einen Flicheninhalt besitzt. Um diesen zu bestimmen, wurde dieser ,,von innen*
und ,,von auflen“ durch einfachere Objekte mit bekanntem Flicheninhalt approximiert.
Die systematische Untersuchung des Integralbegriffs begann erst deutlich spéter mit
der Entdeckung des Zusammenhangs von Differentiation und Integration durch G.W.
LEIBNIZ (1646-1716) und I. NEWTON (1642-1727) im 17. Jahrhundert. A.-L. CAUCHY
(1789-1857) erkannte als erster in seinem berithmten Lehrbuch Calcul infinitésimal
im Jahre 1823 die Notwendigkeit einer Definition des Integrals und einer sich darauf
aufbauenden Integrationstheorie. B. RIEMANN (1826-1866) erweiterte diesen Begriff
dann auf allgemeinere Funktionen. Ein andersartiger, jedoch sehr umfassender Integral-
begriff wurde schliefilich von H.-L. LEBESGUE im Jahe 1902 eingefiihrt; wir werden
diesen spiter in der Vorlesung Analysis IV intensiv untersuchen.

Wir beschrinken uns in diesem Kapitel zunichst auf das Integral fiir sogenannte
sprungstetige Funktionen, eine weniger allgemeine Klasse von Funktionen als dieje-
nige der Riemann-integrierbaren Funktionen. Der Vorteil dieses Zugangs liegt darin,
dass wir den Integralbegriff zunéchst fiir sogenannte Treppenfunktionen direkt erkléiren
konnen und diesen dann spéter — via eines Approximationsprozesses — auf allgemeinere
Funktionen ausdehnen koénnen.

Wir beginnen dieses Kapitel in Abschnitt 1 mit der Einfiihrung von Treppen- und
sprungstetigen Funktionen. Der Approximationssatz fiir sprungstetige Funktionen durch
Treppenfunktionen bildet den Hauptsatz dieses Abschnitts und die Grundlage unseres
Integralbegriffs. Kapitel 2 widmet sich dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung und dem Vergleich unseres Integralbegriffs mit dem sogenannten Riemann-
Integral. Danach betrachten wir in Abschnitt 3 klassische Integrationstechniken wie
partielle Integration und Substitution, bevor wir im letzten Abschnitt das uneigentli-
che Integral untersuchen.
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1 Treppen- und Sprungstetige Funktionen

In diesem Abschnitt seien immer a,b € R mit ¢ < b und I bezeichne das abgeschlossene
Intervall I := [a,b]. Wir beginnen mit der Definition des Begriffs einer Zerlegung des
Intervalls 1.

1.1 Definition. a) Man nennt Z := (zo,...,x,) eine Zerlegung von I, falls
0=2) <11 <To<...<x,=0b

gilt.

b) Eine Zerlegung Z := (yo,...,¥,) heiBlt Verfeinerung von Z , falls {xo,...,7,} C
{0, - - -, yx} gilt. In diesem Fall schreibt man Z C Z.

c¢) Eine Funktion f : I — K heifit Treppenfunktion, falls eine Zerlegung Z = (=, ..., z,)
von I existiert, so dass f auf jedem Intervall (z;_,, ;) konstant ist fiir alle j =1,...,n.

d) Eine Funktion f : I — K heifit sprungstetig auf I, falls f

i) fiir alle € (a,b) einen links und rechtsseitigen Grenzwert besitzt und

ii) in @ und b einen rechts- bzw. linksseitigen Grenzwert besitzt.

1.2 Bemerkungen. a) Die Menge der Treppenfunktionen
Tla,b] :=={¢ : [a,b] = K; ¢ ist Treppenfunktion auf [a,b]}
sowie die Menge der sprungstetigen Funktionen
Sla,b] :={¢ : [a,b] = K; ¢ ist sprungstetig auf [a, b]}

sind Vektorrdume iiber K und 7a, b] ist ein Untervektorraum von S[a, b].
b) Jede stetige Funktion auf [a, b] ist sprungstetig.

c¢) Jede monotone Funktion auf [a, b] ist sprungstetig.

d) Setzen wir

Cla,b] = {f:[a,b] = K f ist stetig auf [a, b]},
C'a,b] = {f:la,b] = K, f ist stetig differenzierbar auf [a, b]}, sowie
Bla,b] := {f:|a,b] = K, f ist beschrinkt auf [a, b]},
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so sind C[a, b], C'[a, b] und Bla, b] ebenfalls Vektorriume iiber K und es gilt
C'[a,b] C Cla,b] C S[a,b] C Bla,b]

im Sinne von Untervektorrdumen.
Wir definieren nun das Integral fiir Treppenfunktionen.

1.3 Definition. Es seien f : [a,b] — K eine Treppenfunktion und Z = (xy,...,z,)
eine Zerlegung von I. Es gelte f(z) = ¢; fiir alle x € (z;_1,2;) und alle j = 1,...,n.

Dann heifit
/ [=) iz —zm)
z e
das Integral von f (beziiglich Z) .

Wir miissen nun zunichst zeigen, dass das Integral [ , [ einer Funktion f nur von f,
aber nicht von der gewihlten Zerlegung Z abhéngt.

1.4 Lemma. Fs seien f € Tla,b] sowie Z und Z' Zerlegungen von |a,b]. Dann gilt

/Zf: Z’f'

Beweis. Wir betrachten die Zerlegungen Z = (xg, ..., Z,) und Z' = (2o, ..., Tk, Yy Tki1, - - -

des Intervalls /. Dann gilt

n

/Zf = > clm— i)

j=1
= Z — T 1 —+ S’H'l(xk_"l_xkl + Z CJ — Tj— 1 f

j=k+2 z

=cp41(Tr—1—Yy)+cpt1(y—z)

Ist Z' eine beliebige Vefeinerung von Z, so folgt die Behauptung durch wiederholtes
Anwenden des obigen Arguments. Sind Z und Z' beliebige Zerlegungen des Intervalls
I, so ist Z U Z' eine Verfeinerung von jeweils Z und Z’. Deshalb ist

J1=ont= L7
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Das obige Lemma impliziert, dass wir nun das Integral einer Treppenfunktion als

/If:=/abf(x)dx:=/Ifdx:=/f:=/zf-

definieren konnen. Die folgenden Eigenschaften des Integrals folgen unmittelbar.

1.5 Lemma. Es seien ¢, € Tla,b] und o, 5 € K. Dann gelten die folgenden Aussa-
gen:

a) [(ap+ BY) = afI o+ B [,v (Linearitit des Integrals).

b) |f[(p| ‘f dl“< b_a)“(p“oo

c¢) Sind ¢ und ¢ reellwertig mit ¢ < 1, so gilt flgo < fﬂﬁ (Monotonie des
Integrals).

Unser Ziel ist es im Folgenden, das Integral, welches wir bisher nur fiir Treppenfunktio-
nen definiert haben, so auf sprungstetige Funktionen fortzusetzen, dass die obigen Ei-
genschaften des Integrals erhalten bleiben. Hierzu ist der folgende Approximationssatz
fiir sprungstetige Funktionen durch Treppenfunktionen von entscheidender Bedeutung.

1.6 Theorem. (Approximationssatz fiir sprungstetige Funktionen). Eine Funktion f :
[a,b] = K ist genau dann sprungstetig auf [a, b], wenn eine Folge (on)nen C Ta, b] von
Treppenfunktionen auf [a,b] ezistiert derart, dass (¢n)nen gleichmaflig auf [a,b] gegen
f konvergiert, d.h. wenn ||f — ¢nllcc — 0 gilt.

Beweis. =: Sei f € S|a, b] eine sprungstetige Funktion und n € N. Dann existieren
fiir alle x € I = [a, b] reelle Zahlen o, und 8, mit a, < x < 5, und

F(s) — F()] < % 5.1 € (ag,z) N oder 5,1 € (,8,) N

Nun ist die Menge {(c, 8;) : € I} eine offene Uberdeckung des kompakten Intervalls
[a, b]. Es existiert daher eine endliche Teiliiberdeckung von I, d.h. es existieren zy <

1< ...< Xy mit I C U;nzo(azj,ﬂxj). Setzt man yo := a, yj41 :=x; fir j =0,...,m,
sowie Ymio == b, so ist Zy = (Yo, - - - , Yms2) €ine Zerlegung von I. Wir wihlen nun eine
Verfeinerung Z; = (zo, . .., 2x) von Z mit

1 :
|f(8)_f(t)|<ga Sate(zj—lazj)a jzlaak
und definieren die die Funktion f approximierenden Funktionen ¢, via

| f(x), x € (20,5 2k)
onl®) = { FOEEEED), z € (2521,2),5 = 1,..., k.
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Dann ist @, fiir jedes n € N eine Treppenfunktion auf [a, b] und nach Konstruktion gilt
|f(@) — on(a)| < £ fiir alle z € I, d.h. es gilt || f — @nle < & fiir allen € N.

<=: Nach Voraussetzung ist ¢, € T[a, b] und es gilt ||, — f||s < = fiir alle n € N. Fiir
e > 0 wihlen wir n € N so, dass |f(z) — ¢n(z)| < § gilt fiir alle 2 € 1. Weiter, da ¢,
eine Treppenfunktion ist, existiert fiir alle z € [a,b) ein o' € [a,z) mit p,(s) = ©n(t)
fiir alle s,t € (a', x). Deshalb gilt

[f(5) = F(B)] < [f(5) = @n(s)[+ lon(t) — F(O)] <&, fiiralle s,t € (', 7).

Sei nun (s;)jen C I eine Folge in I, welche von links gegen x konvergiert. Es existiert
also ein N € N, so dass s; € (da/,z) fiir alle j > N und damit

f(sj) = fs) <2, firalle j,k > N.

Daher ist (f(s;))jen eine Cauchyfolge mit lim; o, f(s;) = . Ist (tx)ken eine weitere
Folge wie oben, so gilt lim,_,o f(t,) = . Da aber |f(s;) — f(tx)| < € fiir alle j,k > N
ist, gilt 7 = r’, und somit existiert der linksseitige Grenzwert lim,_,, o f(y).
Der Beweis fiir den rechtsseitigen Grenzwert verlduft analog.

]

1.7 Korollar. Eine Funktion f : [a,b] — K ist genau dann sprungstetig, wenn f
dargestellt werden kann als

f= Zson mit ¢, € Tla,b] und Z”%”m < oo gilt.

n=1 n=1

Beweis. =>: Nach obigem Theorem 1.6 kénnen wir fiir jedes n € N eine Funktion
Yn € Tla,b] derart wihlen, dass [|f — ¢ye < 2n gilt. Setzen wir ferner ¢, := 1; und
Ok =t — Yy fiir k > 2, so gilt

1
Z% )| = 1F@) = @) < If = tnlloe < 5
und somit ist Y 7%, ¢;(z) = f() fiir alle z € [a,b]. Ferner gilt

3
lslloo < 145 — f||og+ IF =5 il = o2

S

K\|H

—9j—1
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und somit gilt Y>> ||¢nle < 0.

<=: Fiir n € N definieren wir ¢, := Y ¢;. Dann ist ¢, € T[a,b] fiir alle n € N und
7j=1
es gilt

1F = Walloe = I1f =D @il =1 D @il < D Nleslle =5 0.
j=1 j=n+1 j=n+1
Also folgt die Behauptung aus Theorem 1.6
O

1.8 Korollar. Fine sprungstetige Funktion f € S|a,b| besitzt hichstens abzihlbar viele
Unstetigkeitsstellen. Insbesondere gilt diese Aussage fiir monotone Funktionen.

Beuweis. Nach obigem Korollar 1.7 kénnen wir f darstellen als f = > ; ¢,. Nach Ko-
rollar 4.11 kann f nur an denjenigen Stellen unstetig sein, an denen ¢,, fiir mindestens
ein n € N unstetig ist. Nun ist ¢, € T|a, b] fiir jedes n € N eine Treppenfunktion und
besitzt also hochstens endlich viele Unstetigkeitsstellen. Damit besitzt aber f hochstens

abzédhlbar viele Unstetigkeitsstellen.
d
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2 Das Integral und seine Eigenschaften

In diesem Abschnitt seien wiederum a,b € R mit a < b und I = [a, b]. Wir betrachten
die folgende Situation: gegeben sei eine sprungstetige Funktion f € Sla,b], die durch
eine Folge (¢n)nen C Tla,b] von Treppenfunktionen, wie in Theorem 1.6 beschrieben,
gleichmiiBig approximiert wird, d.h. es gilt ||f — ¢nllcc —> 0. Setzt man I, := f; ©On,
so gilt

n—oo

1.5b)
|In - Im| < (b - a)”@ﬂ - me”oo < (b - a)(”‘Pn - f”oo + ”f - QomHOO) — 0,

d.h. (I,)nen ist eine Cauchyfolge und somit konvergent. Es sei ferner (¢, )nen C Tla, b]

eine weitere Folge von Treppenfunktionen mit ||, — f|loo —= 0. Betrachtet man die
Folge ©1,%1, P2, %, ... =: (gn)nen von Treppenfunktionen, so gilt ||f — gnllec — O.

Also konvergiert die Folge (fab gn)nen und die Teilfolgen (fab ©On)nen und (fab Y ) neN
besitzen denselben Limes. Diese Uberlegungen zeigen, dass folgendes Resultat gilt.

2.1 Theorem und Definition. Es seien f € Sla,b] und ¢, € Tla,b] fir alle n € N
n—oo

mit ||f — ¢nlloo — 0. Dann existiert

lim b(pn(x)dx =: /bf(:c)dx.

n—oo

Der Grenzwert ist unabhingig von der Wahl von ¢, und heifit das Integral von f auf

[a,b] .

Im Folgenden verwenden wir auch die Bezeichnungen [ f, [, f oder [ fdz fiir das Inte-
gral einer sprungstetigen Funktion f. Da stetige und monotone Funktionen sprungstetig
sind, ist das folgende Korollar unmittelbar klar.

2.2 Korollar. Das Integral fabf(x)dx existiert fiir jede stetige und jede monotone
Funktion f auf [a,b].

Auf der anderen Seite bemerken wir, dass nicht jede Funktion auf [a, b] integrierbar
ist. Ein Gegenbeispiel ist die uns schon aus Kapitel III bekannte Variante der Di-
richtletschen Sprungfunktion. Genauer gesagt, existiert das Integral fiir die Funktion
f gegeben durch

1, zeQn]0,1]
f(”’)_{o, z€R\QN[0,1]

nicht.
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Diese Skizze veranschaulicht die Tatsache, dass f ©n, eine Approximation der orientier-
ten Fliche ,unterhalb “ des Graphen von f ist.

2.3 Satz. FEs seien o, 8 € K und f,g € S[a,b|. Dann gilt

a) fab(ozf + Bg) = afab f+ ﬂfabg (Linearitit des Integrals).

b) |f| € Sla,b] und
b b
\/ 7 s/ 1< (b= a)]fllo

¢) Gilt f <g, d.h. f(x) < g(z) fiir alle x € [a,b], so ist

b b
/fg/ g, (Monotonie des Integrals).

Beweis. Es seien ¢, und v, € T|a,b| fiir alle n € N Treppenfunktionen derart, dass
(0n)nen bzw. (¥n)nen gleichmiBig gegen f bzw. g konvergieren. Deshalb konvergiert
(apn + Biby) gleichmiBig gegen af + Bg und es gilt

[@r+s0 =i ([ @ son=a [ 145 [ s

also die Behauptung a).
b) Da die Folge (|¢n|)nen gleichmiiBig gegen |f| konvergiert und da |f| € Sla, b] gilt

(vgl. Theorem 1.6), folgt [ |f| 2 i [ ¢n|. Somit ist

/ fl=jim [l = tim | [ ol < tim [ o] < lim lilloelb=a] = 1 l0-0)

n—0o0 n—oo

) Es seien ¢, und 1, reellwertige Treppenfunktionen auf [a, b]. Dann sind auch ¢, :
— [l = ¢nlloc und ¢ := ¢+ ||g — ¢l Treppenfunktionen auf [a, b] mit ¢, < f <
g § ¥ und (), Jnen bzw. (¥ )nen konvergieren gleichmiflig gegen f bzw. g. Daher

gilt
b
/f—hm ¢, < lim 1/)+ /g.
n—oo n—oo a
O

Wir betrachten nun eine sprungstetige Funktion f € Sla,b], reelle Zahlen ¢, d € [a, b]

und setzen
f[c af c<d

d d ,
/ f= / f(z)dx == 0, c=d
c ¢ —f[d,c] f, d<ec
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[r==[+

2.4 Lemma. (Additivitit des Integrals). Es seien f € Sla,b] und ¢ € [a,b]. Dann gilt

/abf=/acf+/cbf-

Beweis. Es sei a < ¢ < b. Dann ist die Aussage offensichtlich richtig fiir alle Trep-
penfunktionen f € T|a,b]. Wir betrachten deshalb eine Folge (¢, )nen C T a, b], wel-
che gleichmiiflig auf [a, b] gegen f konvergiert. Dann ist ¢,|; € T(J) und (©n|7)nen
konvergiert gleichméBig gegen f|; fiir jedes kompakte Teilintervall J von [a,b]. Da

fab Pn = fac ¥n + fcb ©n gilt, folgt f;f - facf + fcb f

Insbesondere gilt

g

2.5 Lemma. Es sei f € Sla,b] eine sprungstetige Funktion mit f(x) > 0 fir alle
x € [a,b]. Ist f stetig in c € [a,b] und gilt f(c) > 0, so ist fabf > 0.

Beweis. Es sei a < ¢ < b. Da f nach Voraussetzung in c stetig ist, existiert ein ¢ > 0
mit [¢ — 6§, ¢+ d] C [a,b] und

f(z) > =f(c), fiir allex € [c—d,c+ d].

N | =

Da f > 0 ist, impliziert die Monotonie des Integrals, Satz 2.3 c¢), dass ff‘s f > 0 sowie
fcb+ s/ = 0 gilt. Deswegen ist

[re [ [ [ o [ 1o o

Der Beweis fiir die Félle ¢ = a und ¢ = b verlduft analog.
O

2.6 Satz. (Mittelwertsatz fiir das Integral). Fs seien f und ¢ € C([a,b]) mit ¢ > 0.
Dann ezistiert ein € € [a,b] mit

[ twptnie = 1@ [ otwraa
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Beweis. Ist ¢ = 0, so ist nichts zu beweisen. Es gelte also ¢(x) > 0 fiir ein z € [a, b].
Nach Lemma 2.5 gilt fab @ > 0. Setzen wir

‘= mi M :=
m xrg[g})]f(x), xnel[gig]f(x),

so ist my < fo < My und die Monotonie sowie die Linearitéit des Integrals implizieren
mfabgo < fab fo< Mfab ©. Es gilt also

b
fabfso <M
J.e

und nach dem Zwischenwertsatz existiert ein & € [a, b] mit

m <

Y

i te _
o £,

und somit folgt die Behauptung.
O

Betrachtet man insbesondere in obigem Satz den Fall ¢ = 1, so ist das folgende Korollar
offensichtlich.

2.7 Korollar. Es sei f € Cla,b]. Dann ezistiert ein £ € [a,b] mit
b
[ 1s = s 0 - ).

Wir betrachten nun fiir f € S[a,b] die Abbildung
F:la,b] > K, F(z):= /If(s)ds.
Dann gilt aufgrund der Additivitéit des Integrals
F(z) - F(y) = /m f(s)ds — /yf(s)ds = /m f(s)ds, fiir alle z,y € [a, b].
a a y

Der Satz 2.3 b) impliziert unmittelbar die Abschitzung

|F(z) = F(y)| < [[fllolz —yl, 2,y € [a,b].
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2.8 Theorem. (Differenzierbarkeit des Integrals nach der oberen Grenze). Es sei f €
Sla, b] stetig in einem Punkt c € [a,b] und F : [a,b] — K sei definiert durch

F(x) ::/ f(s)ds.
Dann ist F in c differenzierbar und es gilt F'(c) = f(c).
Beweis. Es sei h > 0 derart, dass ¢ + h < b. Dann gilt

Fle+ h})l —F _ % (/ac+hf(8)ds — /acf(S)ds> = %/:Jrhf(s)ds-

Da [ f(c)ds = f(c)h, gilt

F(c+h)—F(c)— f(c)h _ 1 [t
: S ARG

und somit
F(c+h) = F(c) - f(c)h 1 [eth
RO < L [0 - ol < sw 1760 - 10 o,
| | c s€[c,c+h]
da f stetig in ¢ ist. Also ist F' in ¢ differenzierbar und es gilt F'(c) = f(c).
U

Wir fassen unsere bisherigen Uberlegungen in folgendem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung zusammen.

2.9 Theorem. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Es sei f : [a,b] —
K eine stetige Funktion und fiir ¢ € [a, b] setze

F(x) ::/ f(s)ds, z € la,b].
Dann gilt:
a) F ist differenzierbar fiir alle x € [a,b] und es gilt F'(x) = f(x) fir alle z € [a, b].

b) Ist ¢ : [a,b] — K eine differenzierbare Funktion mit ¢'(x) = f(z) fir alle x €
[a,b], so gilt

o(z) = o(y) + /wf(s)ds, z,y € la,b).
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Beweis. Die Aussage a) folgt direkt aus Theorem 2.8. Um die Aussage b) zu beweisen,
seien F' und ¢ wie vorausgesetzt. Dann gilt (F' — ¢)’ = 0, also F' = ¢ + « fiir eine
Konstante oo € C. Daher ist

/ " f(s)ds = Fz) — F(y) = $(x) + o — d(y) — o = (z) — 6(v).

2.10 Definition.
Es sei f € Sla, b]. Eine differenzierbare Funktion F' : [a,b] — K mit F'(z) = f(z) fir
alle z € [a, b] heiBt Stammfunktion von f .

Der obige Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung impliziert das folgende
Korollar.

2.11 Korollar. Jede stetige Funktion f : [a,b] — K besitzt eine Stammfunktion F und
es gilt:

/wf(s)ds = F(x)— F(y) = F|z, z,y € [a,b].

Das obige Korollar garantiert also die Existenz einer Stammfunktion fiir stetige Funk-
tionen. Wir bemerken jedoch, dass in den meisten Féllen eine explizite Angabe einer
Stammfunktion nicht moglich ist.

2.12 Beispiele. a) In der folgenden Tabelle ssammeln wir Beispiele von Funktionen f,
fiir welche man die Stammfunktion F' explizit angeben kann.

f(z) F(x)
a+1

el
= log ||
er e

CcosS T sin x
L t

cos?2 x anw

) +1$2 arctan

\/1177 arcsin x

b) Ist f : (a,b) — R differenzierbar und f(z) # 0 fiir alle x € (a, b), so gilt

/%ZMUL
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In Analogie zum vorherigen Abschnitt betrachten wir jetzt eine Folge von sprungs-
tetigen Funktionen (f,,)nen, welche auf [a, b] gleichméBig gegen eine Grenzfunktion f
konvergiert und fragen, ob f wiederum integrierbar ist. Die Antwort auf diese Frage
wird im folgenden Satz gegeben.

2.13 Satz. Es sei (fn)nen C Sla, b] eine Folge von sprungstetigen Funktionen, welche
gleichmdpig auf [a,b] gegen f konvergiert. Dann ist f € S[a,b| und es gilt

lim bfn(x)dx = /bf(x)dx.

n—00

Beweis. Zu gegebenem & > 0 wihlen wir n € N so groB, dass ||f — fnllco < £/2 gilt und
zu f,, eine Treppenfunktion ¢ mit || f, — ¢||ec < €/2. Dann gilt || f — ¢|| < & und somit
ist f € Sla, b]. Ferner gilt

| / f(2)dz — / fa@)dz| < |If = fall (b — a) < e(b— a),

und somit die Behauptung.
d

2.14 Bemerkung. Der obige Satz 2.13 erlaubt es, einen einfachen und eleganten
Beweis von Theorem IV.4.7 zu geben. Zunéchst ist die Grenzfunktion f* =lim,_, f,
der Ableitungen nach Theorem IV.4.6 stetig auf I = [a,b]. Fiir festes a € I und
beliebiges z € I gilt

fule) = fula) + [ L0
und somit gilt nach Satz 2.13 fiir n — oo

f(@) = fla) + / " @,

Nach dem Hauptsatz der Differental- und Integralrechnung ist dann f differenzierbar
und es gilt f'(z) = f*(z) = lim, 0 f1 ().

Wir betrachten im Folgenden die Approximation des Integrals durch sogenannte Riemann-
Summen.

2.15 Definition. Es seien f : [a,b] — K eine Funktion, Z := (zy,...,z,) eine Zerle-
gung des Intervalls [a,b] und §; € [z;_1, ;] fiir j € {1,...,n}. Dann heifit

Zf(fj)(:rj —Tj1)

die Riemann-Summe von f bzgl. Z und Stiitzstellen &1, ..., &,. Die Feinheit der Zerle-
gung Z ist definiert durch max;<j<p(x; — z;_1).
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Es gilt dann das folgende Theorem.

2.16 Theorem. Es sei f € Sla,b] eine sprungstetige Funktion. Dann ezistiert zu
jedem € > 0 ein 6 > 0 so, dass fiir jede Zerlegung von |a,b] der Feinheit < § und jede
Wahl der Stitzstellen &; € [xj_1, ;] gilt

|Zf§] —xj_1) /f )dz| < €.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung zunichst fiir Treppenfunktionen; der Approxima-
tionssatz 1.6 impliziert dann die Behauptung. Die Behauptung fiir Treppenfunktion
beweisen wir via Induktion nach der Anzahl m der Sprungstellen von f.

a) Es sei also ¢ € T|a, b] eine Treppenfunktion und ¢ > 0. Gilt ¢ = ¢ fiir alle = € [a, b]
und ein ¢ € K so folgt die Behauptung unmittelbar Besitzt ¢ genau eine Sprungstelle,
so folgt die Behauptung leicht, indem wir ¢§ := ” | wéhlen.

Fiir den Induktionsbeweis nehmen wir an, dass (Sle Behauptung schon fiir Treppen-
funktionen mit m Sprungstellen bewiesen sei und betrachten eine Treppenfunktion ¢
mit m + 1 Sprungstellen. Wir zerlegen dann ¢ in ¢ = ¢’ + ¢", wobei ¢’ eine Trep-
penfunktion mit m und ¢” eine Treppenfunktion mit genau einer Sprungstelle ist. Zu
gegebenem ¢ > 0 wihlen wir fiir ¢’ ein ¢§'(¢/2) und zu ¢” ein 6”(¢/2) derart, dass die
Behauptung fiir ¢’ und ¢" gilt; fiir § = min(d’, §") gilt sie dann fiir ¢.

b) Fiir f € S[a,b] wihle ¢ mit ||f — ¢l < 55y und 6 := 6(5). Nach Teil a) gilt

| 2?21 (&) (x5 — 751) — fab @dz| < %; also folgt

|Zfs, ;) /fdx\

AN
Kh
@
H
<
L
~—
©
—~
oo
~—
8
<
8
<
=

7j=1
+| Z@(@')(%‘ Tj_1) —/ godx|
j=1 a
v%
b b
+ ‘ pdx — fdx|

Jj=1
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2.17 Korollar. Es sei Z1,Z, . .., eine Folge von Zerlegungen des Intervalls [a, b], deren
Feinheit gegen 0 konvergiert und S, die zugehorige Riemannsche Summe fir f € S|a, b].

Dann gilt
b
lim S, = / f-
n—oo a

2.18 Bemerkungen. a) Eine Funktion f : [a,b] — C heifit Riemann-integrierbar, falls
ein ¢ € C mit folgender Eigenschaft existiert: Fiir alle ¢ > 0 existiert ein § > 0 mit

|c— Zf(&j)(xj —xj)| <e

fiir jede Zerlegung (2o, . .., z,) mit der Feinheit < § und jede Wahl von &; € [z,_1, z;].
b) Das obige Theorem 2.16 besagt, dass jede sprungstetige Funktion f € Sla,b]
Riemann-integrierbar ist und dass das Riemann-Integral mit unserem Integral iiber-
einstimmt.

c) Es existieren Riemann-integrierbare Funktionen, welche nicht sprungstetig sind.

Das obige Korollar 2.17 erlaubt es in vielen Fillen Aussagen iiber Summen auf Integrale
zu libertragen. Als Beispiel betrachten wir die Holdersche Ungleichung fiir Integrale.
Hierzu setzten wir fiir f € S[a,b] und 1 < p < 00

£l = ([ 1£(@dsP) ™

Dann gilt die folgende Ungleichung.

2.19 Korollar. Fir f,g € Sla,b] und 1 <p,qg <oo mit1/p+1/q=1 gilt

/ | (@)g(@)ldz < ([ f1l,llgll-

Fiir p = ¢ = 2 ist dies die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir Integrale. Den Beweis
iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.



130 Kapitel Inhaltsverzeichnis

3 Integrationstechniken

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung aus dem vorherigen Abschnitt
erlaubt es die Produkt- und Kettenregel aus der Differentialrechnung in sehr niitzliche
Intgegrationstechniken zu iibertragen. Wir beginnen diesen relativ kurzen Abschnitt
mit der Substitutionsregel. Im gesamten Abschnitt sei / C R ein kompaktes Inervall
und a,b € R mit a < b.

3.1 Satz. (Substitutionsregel). Es seien f € C(I) und ¢ € C'[a,b] mit ¢([a,b]) C I.

Dann gilt

o(b)
f(y)dy.

©(a)

b
| Feta i )da =
Beweis. Nach dem Hauptsatz besitzt f eine Stammfunktion F' € C*(I). Die Kettenregel
impliziert, dass F o ¢ € C'[a,b] und dass

(Fop)(z) = F(e(x)¢(z) = f(p(x))¢(z), = € a,b]

gilt. Deshalb ist

3.2 Beispiele. a) Fiir @« > 0 und 3 € R gilt

b 1 ab+f 1 ab+ 1
/ cos(ax + B)dx = a/ , cos udu = - Sin | 15 = a(sin(ab + ) —sin(aa + B)).
a aa+

b) Es gilt

1 1
1 1
/ 2" sin(z")dr = —/ sinudy = — 20|t = —(1 —cos1).
0 0

3.3 Satz. (Partielle Integration). Fiir Funktionen f,g € C'|a,b] gilt

b b
! b !
/fgdx=fg\a—/ f'gda.
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Der Beweis ist einfach. Nach der Produktregel gilt (fg)' = f'g + fg¢' und somit ist

/ab(fg)’d$=/ab f’gdx+/fg’dx-

3.4 Beispiele. a) Es gilt
b , b
/ ze®dx = xe‘”|a = / e*dr = be® — ae® — [e® — €.
a a

b) Wir bestimmen eine Rekursionsformel fiir I, = f sin” zdx fiir n > 2 wie folgt: Es
gilt

I, = /sinx -sin™ ! xdr = — cos xsin™ !(x) + /cos x(n —1)sin™ 2z cos zdx

= —cosxsin"” 'z + (n—1) /(1 — sin? 7) sin" % xdx
= —coszsin" 'z + (n—1)I,_o— (n—1)I,

und somit . .
n— e
I, = I,_o — - cos zsin™ !z,

wobei Iy = [sin’z = [ 1dz =zund I, = [sinz = —cosz gilt.
c) Wallissches Produkt: (vgl. Ubungsaufgaben). Es gilt

Zum Beweis betrachte A, = f()% sin” zdz.

3.5 Beispiel. Fliche des Einheitskreises.

Betrachte die Funktion f : [-1,1] — R gegeben durch z — /1 — 2. Setzt man
A= f_ll v 1 — 22 und substituiert z = cost, so folgt via partieller Integration

0 0

0 s s
A = / V1 — cos? tsintdt :/ sin? tdt = —sintcost‘;r —i—/ cos? tdt
7T7T ™
= / (1 —sin’t)dt =7 —/ sin” tdt,
0 0
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und somit gilt

s Ly T
tdt = —.
A Sin 5

Die Fliche des Einheitskreises betrdgt somit 2 - 5 = 7.

3.6 Satz. (m ist irrational). Die Zahl 7* und somit auch 7 ist irrational.
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4 Uneigentliche Integrale

Mit unserem bisherigen Integralbegriff konnten wir sprungstetige Funktionen, welche
auf einem kompakten Intervall I = [a, b] definiert sind, integrieren. In diesem Abschnitt
wollen wir diesen Integralbegriff nun auf beliebige Intervalle der reellen Achse ausdeh-
nen; dies fiihrt uns zum Begriff des uneigentlichen Integrals.

Wihrend des gesamten Abschnitts gelte —oo < a < b < co. Wir nennen eine Funktion
f: (a,b) — C zuldssig, falls die Einschrinkung von f auf jedes beliebige kompakte Teil-
intervall von (a, b) sprungstetig ist. Es ist klar, dass eine stetige Funktion f : (a,b) — K
zuldssig ist, ebenso ist f € S[a, b zuléssig, falls a,b € R sind, und |f] : (a,b) — K ist
zuldssig, falls f zuléssig ist.

4.1 Definition. Eine zulissige Funktion f : (a,b) — C hei8t uneigentlich integrierbar,
falls eine Konstante ¢ € (a, b) existiert, derart dass die beiden Grenzwerte

al—lgio/af und hm / f

Wir bemerken an dieser Stelle, dass fiir eine uneigentlich integrierbare Funktion f die
obigen Grenzwerte fiir alle ¢ € (a, b) existieren.

existieren.

4.2 Definition. Es seien f : (a,b) — K uneigentlich integrierbar und ¢ € (a,b). Dann

heif}t , ,
/Gfdxzzlf(x)dx::agzrio aff + l_g)no/f

das uneigentliche Integral von f iiber (a,b).

4.3 Beispiele. a) Fiir a € R gilt

* 1
/ —dz existiert < o > 1.
1z

Um dies einzusehen, wihlen wir a # 1. Dann gilt

b
1 1
—dz =

T l-«o

1
11—«

|1 — (bl—a _ 1)’

und das obige Integral konverglert fiir b — oo genau dann, wenn « > 1 ist.

Falls o = 1 ist, so gilt fl 2dz = Inb, welches bedeutet das der Grenzwert limy_, o, fl Ldz
nicht existiert.

b) Analog beweist man die folgende Aussage:

1
1

/ —dz existiert < o < 1.
0o x¢
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c) Es gilt
* 1 T
de = -
/0 1+22 0 2
denn die Stammfunktion von x — ﬁ ist gegeben durch z +— arctanz und es gilt

s

. b
limy_, o arctan‘o =3.

d) Fiir a > 0 gilt
> 1
/ e dx = —,
0 o
R—oo 1
==L

denn es ist fOR e dy = L(1—e°F)

4.4 Satz. (Vergleichssatz Integral-Reihe). Fs sei f : [1,00) — R, eine zuldssige und

monoton fallende Funktion. Dann gilt

Zf(n) <00 <= /00 f(z)dz ezistiert.
n=1 1

Beweis. Fiir x € [n —1,n] und n > 2 gilt nach Voraussetzung f(n) < f(z) < f(n—1)
Deswegen ist f(n) < [ | f(z)dz < f(n — 1) und somit gilt

S s s [ f@dr< Y jm), N2

o

/1 f@)dr <3 fm) <3 f(n)

Daher gilt
n=1

und somit existiert limy_, le f(x)dz, falls die Reihe Y >° | f(n) konvergiert.
Um die umgekehrte Richtung zu zeigen, notieren wir, dass nach Voraussetzung

nz:f(n) S/le(l“)dl“ < /100f(x)dx <00

gilt. Daher ist (3°)_, f(n))nen eine monoton wachsende und beschrinkte Folge, also
U

ist > 7, f(n) konvergent.
Betrachten wir speziell die Funktion f : (1,00) — Ry gegeben durch f(z) = = so gilt

o0

1. <1 .. 4.3
E — ist konvergent < — existiert & a > 1.
ne 1z

n=1
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4.5 Definition. Eine zuléssige Funktion f : (a,b) — K heifit absolut integrierbar, falls
fab |f(z)|dz existiert.

4.6 Lemma. Eine absolut integrierbare Funktion f : (a,b) — K ist integrierbar.
Fiir den Beweis verweisen wir auf die Ubungen.

4.7 Satz. (Majorantenkriterium fiir Integrale). Es seien f,g : (a,b) — R zuldssige
Funktionen, derart dass

[f(@)] < g(z), =z € (ab)

gilt. Ist g integrierbar, so ist f absolut integrierbar.

Fiir den Beweis verweisen wir wiederum auf die Ubungen.

o -
sin x
dx
0 x

ist konvergent, aber nicht absolut konvergent.

Um dies einzusehen, stellen wir zunéchst fest, dass lim, o *>* = 1 gilt, der Integrand
auf ganz R stetig ist und dass es daher geniigt die Konvergenz des Integrals floo Si%dx
zu untersuchen. Durch partielle Integration erhalten wir

Rging cos R R cosz
dr =cosl — — 5 dz.
1 X R 1 X

4.8 Beispiel. Das Integral

S1

Das Integral [ %824y existiert, da es die konvergente Majorante * L besitzt. Dies
) 1 T g 1 =z

bedeutet, dass der Grenzwert
R .
) sin x
lim dx
R—oo /i T

existiert.
Andererseits konvergiert [,

(k+1)7 sin 1 (k+1)w 92
dx > sinz|dr = ——,
/k | x jdz > (k+ 1w /,m | | (k+1)m

™

sinz

nicht absolut, denn fiir jedes £ inN gilt

und somit ist i

(kD7 in 2 1
dr > — )
/0 | z |x_7rzn+1

n=0

Letzterer Ausdruck ist gerade die harmonische Reihe, so dass der obige Grenzwert fiir
k — oo nicht existiert.
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Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir noch die sogenannte Gamma- und
Betafunktion. Beide Funktionen sind durch uneigentliche Integrale definiert und stellen
wichtige Funktionen der Analysis dar.

4.9 Beispiel. (Die Gamma-Funktion).
Wir beginnen mit der Definition der Gammafunktion. Fiir z € C mit Re z > 0 definieren

wir -
['(z) := / t*~te~tdt.
0

Diese Funktion wurde von Euler eingefiihrt mit dem Ziel die fiir n € N definierte
Fakultdtsfunktion n — n! zu interpolieren. Wir bemerken zunichst, dass die Gamma-
funktion wohldefiniert ist. Fiir ¢ € (0, 1] folgt dies aus der Abschitzung

|tzfleft| — tRezfl —t S tRezfl,

(&

da damit nach Beispiel 4.3b) und Satz 4.7 das Integral fol t*~le~'dt absolut konvergiert.
Fiir ¢ € [1, 00) gilt
‘tReZ—le—t| S Cze—t/Q

fiir eine von z abhingige Konstante C,. Da nach Beispiel 4.3 d) das Integral [, e~"/2d¢
existiert, ist das Integral floo t* et absolut konvergent.

Die so definierte Gamma-Funktion I' : {z € C : Rez > 0} — C besitzt die folgenden
Eigenschaften:

a) (z+1)=2I'(2z), Rez >0

b) I'(1) =1

c)I'(n+1)=n!, neN.

Um die Eigenschaft a) einzusehen, integrieren wir partiell. Genauer gesagt gilt

) b
/ t*e tdt = —te P + z/tZIetdt , 0<a<b<oo.
a S——
a

—— .
-0 flir bs00 a0

:3 N e’
—D(z+1) flir b—oc0 a—0

—2z I'(2) flir b—00 a—0

Dabher gilt I'(z + 1) = z fiir Rez > 0.

Die Eigenschaft b) folgt unmittelbar aus Beispiel 4.3 d). Ebenso folgt die Eigenschaft
¢) durch wiederholtes Anwenden von a) in Verbindung mit b).

In vielen Anwendungen ist eine niherungsweise Berechnung von I'(z) bzw. von n! fiir
grofle Werte von x bzw. n von Bedeutung. Von besonderem Interesse ist die Stirlingsche
Formel , welche besagt, dass fiir x > 0

['(z) = V2ra® 2e7 0@ mit 0 < p(z) < —
12z

gilt. Daher wird hiufig der Wert v/272*~1/2e~* als Niherungswert fiir I'(2) herangezo-

gen. Der relative Fehler der Approximation betrigt e '2* — 1 und ist schon fiir z > 10

kleiner als ein Prozent.
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4.10 Beispiel. (Die Beta-Funktion)
Eine weitere wichtige Funktion welche durch ein uneigentliches Integral definiert ist,
ist die sogenannte Beta-Funktion . Sie ist fiir p, ¢ € C mit Re p, Re ¢ > 0 definiert durch

1
Bloa)= [ ¢ (1- 0T ae
0

Das obige Integral ist absolut konvergent. (vgl. Ubungsaufgaben) und somit ist B(p, q)
wohldefiniert. Ferner gilt die Beziehung

L'(p)L'(q)

= B(p,q), Rep,Req > 0.
Tp+0) (P, q) p,Regq



