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3 Integrationstechniken

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung aus dem vorherigen Abschnitt
erlaubt es die Produkt- und Kettenregel aus der Differentialrechnung in sehr niitzliche
Intgegrationstechniken zu iibertragen. Wir beginnen diesen relativ kurzen Abschnitt
mit der Substitutionsregel. Im gesamten Abschnitt sei I C R ein kompaktes Inervall
und a,b € R mit a < b.

3.1 Satz. (Substitutionsregel). Es seien f € C(I) und ¢ € C'[a,b] mit ¢([a,b]) C I.

Dann gilt
©(b)
f(y)dy.

©(a)

/ F (@) (z)dz =

Beweis. Nach dem Hauptsatz besitzt f eine Stammfunktion F' € C'(I). Die Kettenregel
impliziert, dass F o ¢ € C'[a,b] und dass

(Fop)(z) =F(e(x)¢(z) = f(p(x))¢(z), =€ a,b]
gilt. Deshalb ist

b

b o(b »(b)
[ #e@np @ = o p)l, = Pew) ~ Floe) = FIiG = [ sway

a

3.2 Beispiele. a) Fiir @« > 0 und 3 € R gilt

b 1 ab+f 1 ab+ 8 1
/ cos(azx + B)dx = a/ , cos udu = - Sin | 15 = E(sin(ab + ) —sin(aa + B)).
a aa+

b) Es gilt

1 1

1 1
/ " tsin(z")dr = —/ sinudy = — 20 (1) = —(1 —cos1).
0 0 n

3.3 Satz. (Partielle Integration). Fiir Funktionen f,g € C'[a,b] gilt

b b
/ fo'dz = fgl’ - / fgda.
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Der Beweis ist einfach. Nach der Produktregel gilt (fg)' = f'g + fg¢' und somit ist

/ab(fg)'d:v=/ab f’gd:v+/fg’dx-

3.4 Beispiele. a) Es gilt
b , b
/ zetdr = xe$|a = / e®dx = be® — ae® — [e® — €.
a a
b) Wir bestimmen eine Rekursionsformel fiir 7, = [ sin” zdz fiir n > 2 wie folgt: Es
gilt
I, = /sinaj -sin™ ! xdr = — cos rsin™ '(x) + /cos x(n — 1) sin™ ? x cos zdx

= —cosxsin" 'z + (n—1) /(1 —sin? 7) sin" % xdx
= —coszsin" 'z + (n—1)I, o — (n—1)I,

und somit . .
n —_
I, = I,_o — —coszsin" !z,
n
wobei Iy = [sin®z = [1dz =z und I; = [sinz = — cos z gilt.

¢) Wallissches Produkt: (vgl. Ubungsaufgaben). Es gilt

Zum Beweis betrachte A,, = fog sin” zdz.

3.5 Beispiel. Fliache des Einheitskreises.

Betrachte die Funktion f : [-1,1] — R gegeben durch z +— +/1 —22. Setzt man
A= f_ll v/ 1 — 22 und substituiert z = cost, so folgt via partieller Integration

0 0

= / (1 —sin’t)dt = — / sin” tdt,

0 0

0 T il
A = /\/1—cos2tsintdt:/ sin2tdt:—sintcost‘g+/ cos? tdt
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und somit gilt

™
/ sin? tdt = E.
0 2

Die Fliche des Einheitskreises betrégt somit 2 - 7 = 7.

3.6 Satz. ( ist irrational). Die Zahl 7 und somit auch 7 ist irrational.



