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2 Das Integral und seine Eigenschaften

In diesem Abschnitt seien wiederum a,b € R mit a < b und I = [a, b]. Wir betrachten
die folgende Situation: gegeben sei eine sprungstetige Funktion f € Sla, b], die durch
eine Folge (¢,)nen C Tla,b] von Treppenfunktionen, wie in Theorem 1.6 beschrieben,
gleichmiiBig approximiert wird, d.h. es gilt ||f — ¢nllcc —> 0. Setzt man I,, := fab Ons
so gilt

1.5b) n—00
|In - Im| < (b - a)”SOn - SDm”oo < (b - a)(“SDn - f”oo + ”f - §0m||00) =3 0,

d.h. (I,)nen ist eine Cauchyfolge und somit konvergent. Es sei ferner (¢, )nen C Tla, b]
eine weitere Folge von Treppenfunktionen mit ||, — f|lcc —> 0. Betrachtet man die
Folge @1, %1, 02, %, ... =: (gn)nen von Treppenfunktionen, so gilt ||f — gnlloc —> O.
Also konvergiert die Folge ( fab gn)nen und die Teilfolgen ( fab ©On)nen und ( fab Y )neN

besitzen denselben Limes. Diese Uberlegungen zeigen, dass folgendes Resultat gilt.

2.1 Theorem und Definition. Es seien f € S|a,b] und ¢, € Tla,b| fir alle n € N

n—oo

mit ||f — onlloc — 0. Dann existiert

lim b(pn(x)d:v =: /bf(x)dx.

n—oo

Der Grenzwert ist unabhdngig von der Wahl von ¢, und heifst das Integral von [ auf

[a,b] .

Im Folgenden verwenden wir auch die Bezeichnungen [ f, [, f oder [ fdz fiir das Inte-
gral einer sprungstetigen Funktion f. Da stetige und monotone Funktionen sprungstetig
sind, ist das folgende Korollar unmittelbar klar.

2.2 Korollar. Das Integral fabf(x)dx existiert fiir jede stetige und jede monotone
Funktion f auf [a,b].

Auf der anderen Seite bemerken wir, dass nicht jede Funktion auf [a, b] integrierbar
ist. Ein Gegenbeispiel ist die uns schon aus Kapitel III bekannte Variante der Di-
richtletschen Sprungfunktion. Genauer gesagt, existiert das Integral fiir die Funktion
f gegeben durch

1, xEQﬂ[Oal]
f(x):{ 0, ze R\QnNJI0,1]

nicht.
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Diese Skizze veranschaulicht die Tatsache, dass f ©, eine Approximation der orientier-
ten Fléche ,,unterhalb “ des Graphen von f ist.

2.3 Satz. FEs seien o, 8 € K und f,g € S[a,b|. Dann gilt

a) f;(af + Bg) = Ozf; f+ ,Bfabg (Linearitit des Integrals).

b) |f| € Sla,b] und
b b
\/ i s/ 1< (=)l fllo

¢) Gilt f <g, d.h. f(x) < g(zx) fir alle x € [a,b], so ist

b b
/fg/ g, (Monotonie des Integrals).

Beweis. Es seien ¢, und ¢, € T|a,b| fir alle n € N Treppenfunktionen derart, dass
(@n)nen bzw. (¥n)nen gleichmiBig gegen f bzw. g konvergieren. Deshalb konvergiert
(avpn + By, gleichmiBig gegen aof + Bg und es gilt

[er+s0=m([@nmsson=a[ 15[

also die Behauptung a).
b) Da die Folge (|¢n|)nen gleichmiiBig gegen |f| konvergiert und da |f| € Sla, b] gilt

(vgl. Theorem 1.6), folgt [ |f| 2 i e [ ¢n|. Somit ist

/ fl=1jim [l = tim | [ ol < tim [0 < lim liullelb=a] = 1 l6-0)

n—o0 n—oo

) Es seien ¢, und v, reellwertige Treppenfunktionen auf [a, b]. Dann sind auch ¢, :
—If = ¢nlloo und ¥ := 1, + ||g — ¥n||oo Treppenfunktionen auf [a, b] mit ¢, < f S
g S Yt und (), )nen bzw. (¥)nen konvergieren gleichmiflig gegen f bzw. g. Daher
gilt
b
/ f = lim (p < lim 1/)+ /g.
n—oo n—oo a
Il

Wir betrachten nun eine sprungstetige Funktion f € Sla, b, reelle Zahlen ¢, d € [a, b]

und setzen
Jea £ e <d

d d
/ f= / f(z)dx := 0, c=d
¢ ¢ —f[d’c] f, d<ec
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/cvdf:_/dvcf.

2.4 Lemma. (Additivitéit des Integrals). Es seien f € S[a,b] und c € [a,b]. Dann gilt

/abf=/acf+/cbf-

Beweis. Es sei a < ¢ < b. Dann ist die Aussage offensichtlich richtig fiir alle Trep-
penfunktionen f € 7a,b]. Wir betrachten deshalb eine Folge (¢,)nen C T la, b], wel-
che gleichmifBig auf [a,b] gegen f konvergiert. Dann ist ,|; € T(J) und (©n|s)nen
konvergiert gleichméfig gegen f|; fiir jedes kompakte Teilintervall J von [a,b]. Da

fab on=J, ont fcb ¢n gilt, folgt fabf = [+ fcb !

Insbesondere gilt

g

2.5 Lemma. Es sei f € Sla,b] eine sprungstetige Funktion mit f(z) > 0 fir alle
x € [a,b]. Ist f stetig in c € [a,b] und gilt f(c) > 0, so ist fabf > 0.

Beweis. Es sei a < ¢ < b. Da f nach Voraussetzung in c stetig ist, existiert ein 6 > 0
mit [¢ — 6, ¢+ d] C [a,b] und

f(x) > =f(c), fiirallex € [c—d,c+ d].

N | =

Da f > 0 ist, impliziert die Monotonie des Integrals, Satz 2.3 ¢), dass ff‘s f > 0 sowie
fcb+ s J = 0 gilt. Deswegen ist

[re [ [ [ [ oo

Der Beweis fiir die Félle ¢ = a und ¢ = b verlduft analog.
O

2.6 Satz. (Mittelwertsatz fiir das Integral). Es seien f und ¢ € C([a,b]) mit ¢ > 0.
Dann existiert ein € € [a,b] mit

' b@et)ds = £6) [ ola)da.
/ /
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Beweis. Ist ¢ = 0, so ist nichts zu beweisen. Es gelte also ¢(z) > 0 fiir ein z € [a, b].
Nach Lemma 2.5 gilt fab ¢ > 0. Setzen wir

m:= min f(z), M := max f(z),
z€la,b] z€la,b]

so ist my < fi < My und die Monotonie sowie die Linearitit des Integrals implizieren
mf:cp < fab fo < Mfab ©. Es gilt also

b
fabfso <M
J.e

und nach dem Zwischenwertsatz existiert ein £ € [a, b] mit

m <

’

Jute _
o £,

und somit folgt die Behauptung.
O

Betrachtet man insbesondere in obigem Satz den Fall ¢ = 1, so ist das folgende Korollar
offensichtlich.

2.7 Korollar. Es sei f € Cla,b]. Dann ezistiert ein £ € [a, b] mit
b
[ 1@s = s©)0 - ).

Wir betrachten nun fiir f € S[a,b] die Abbildung
F:la,b] > K, F(z):= /m f(s)ds.
Dann gilt aufgrund der Additivitéit des Integrals
F(z)—-F(y) = /$ f(s)ds — /yf(s)ds = /w f(s)ds, fiir alle z,y € [a, b].
a a y

Der Satz 2.3 b) impliziert unmittelbar die Abschétzung

|F(z) = Fy)| < [[fllolz = yl, @,y € la,b].
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2.8 Theorem. (Differenzierbarkeit des Integrals nach der oberen Grenze). Es sei f €
Sla, b] stetig in einem Punkt c € [a,b] und F : [a,b] — K sei definiert durch

F(z) = / f(s)ds.
Dann ist F in c differenzierbar und es gilt F'(c) = f(c).
Beweis. Es sei h > 0 derart, dass ¢ + h < b. Dann gilt

Plexh 1o _ (| s [ ) L " fs)as.

Da [ f(c)ds = f(c)h, gilt

F(c+h)—F(c)— f(c)h 1 [t
S ARG

h
und somit
F(c+h)—F(c)— f(c)h 1 feth
= HOZIO < [0 - falds < sw 1760 - 10 o,
| | c s€[c,c+h]
da f stetig in c ist. Also ist F' in ¢ differenzierbar und es gilt F'(c) = f(c).
U

Wir fassen unsere bisherigen Uberlegungen in folgendem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung zusammen.

2.9 Theorem. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Es sei f : [a,b] —
K eine stetige Funktion und fir ¢ € [a, b] setze

F(z) := /wf(s)ds, z € [a,b].

Dann gilt:
a) F ist differenzierbar fir alle x € [a,b] und es gilt F'(x) = f(x) fir alle € [a, b].

b) Ist ¢ : [a,b] — K eine differenzierbare Funktion mit ¢'(z) = f(x) fir alle x €
[a,b], so gilt

o(z) = B(y) + / " f(s)ds, @y € la,b].
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Beweis. Die Aussage a) folgt direkt aus Theorem 2.8. Um die Aussage b) zu beweisen,
seien F' und ¢ wie vorausgesetzt. Dann gilt (F' — ¢)’ = 0, also F' = ¢ + « fiir eine
Konstante oo € C. Daher ist

/ " f(s)ds = F(z) — F(y) = $(a) + 0 — d(y) — a = 6(z) — 6(1).

2.10 Definition.
Es sei f € Sla,b]. Eine differenzierbare Funktion F : [a,b] — K mit F'(x) = f(z) fiir
alle z € [a, b] heiBt Stammfunktion von f .

Der obige Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung impliziert das folgende
Korollar.

2.11 Korollar. Jede stetige Funktion f : [a,b] — K besitzt eine Stammfunktion F und
es gilt:

/:cf(s)ds = F(x)— F(y) =: F|z, z,y € [a,b].

Das obige Korollar garantiert also die Existenz einer Stammfunktion fiir stetige Funk-
tionen. Wir bemerken jedoch, dass in den meisten Féllen eine explizite Angabe einer
Stammfunktion nicht moglich ist.

2.12 Beispiele. a) In der folgenden Tabelle sammeln wir Beispiele von Funktionen f,
fiir welche man die Stammfunktion F' explizit angeben kann.

f(z) F(z)
a+1
xla ﬁ+1 ya#—1
- log ||
er e
CosS T sin x
L t
cos? z anwz
I +1w2 arctanx
\/1177 arcsin x

b) Ist f : (a,b) — R differenzierbar und f(z) # 0 fiir alle x € (a, b), so gilt

/f?1=10g|f\-
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In Analogie zum vorherigen Abschnitt betrachten wir jetzt eine Folge von sprungs-
tetigen Funktionen (f,)nen, welche auf [a, b] gleichméBig gegen eine Grenzfunktion f
konvergiert und fragen, ob f wiederum integrierbar ist. Die Antwort auf diese Frage
wird im folgenden Satz gegeben.

2.13 Satz. Es sei (fn)nen C Sla, b] eine Folge von sprungstetigen Funktionen, welche
gleichmdfig auf [a,b] gegen f konvergiert. Dann ist f € S[a,b] und es gilt
b

lim fn(as)d:vz/ f(z)dz.

n—o0 a

Beweis. Zu gegebenem € > 0 wihlen wir n € N so gro8, dass ||f — fulleo < /2 gilt und
zu f,, eine Treppenfunktion ¢ mit ||f, — ¢||ec < €/2. Dann gilt || f — ¢|| < € und somit
ist f € Sla,b]. Ferner gilt

| / f(z)d / ful@)dz| < |1f = full(b = a) < e(b— a),

und somit die Behauptung.
O

2.14 Bemerkung. Der obige Satz 2.13 erlaubt es, einen einfachen und eleganten
Beweis von Theorem IV.4.7 zu geben. Zunéchst ist die Grenzfunktion f* = lim, . f,
der Ableitungen nach Theorem IV.4.6 stetig auf I = [a,b]. Fiir festes a € I und
beliebiges = € I gilt

fule) = fula) + [ L0y
und somit gilt nach Satz 2.13 fiir n — oo

f(@) = fla) + / " @,

Nach dem Hauptsatz der Differental- und Integralrechnung ist dann f differenzierbar
und es gilt f'(z) = f*(z) = lim, o 1 ().

Wir betrachten im Folgenden die Approximation des Integrals durch sogenannte Riemann-
Summen.

2.15 Definition. Es seien f : [a,b] — K eine Funktion, Z := (zo, ..., x,) eine Zerle-
gung des Intervalls [a, b] und &; € [z;_1,z;] fiir j € {1,...,n}. Dann heifit

Zf(fj)(iﬂj —Tj1)

die Riemann-Summe von f bzgl. Z und Stiitzstellen &, ..., &,. Die Feinheit der Zerle-
gung Z ist definiert durch max;<j<,(x; — zj_1).
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Es gilt dann das folgende Theorem.

2.16 Theorem. FEs sei f € Sla,b] eine sprungstetige Funktion. Dann ezistiert zu
jedem € > 0 ein 6 > 0 so, dass fir jede Zerlegung von |a,b] der Feinheit < § und jede
Wahl der Stitzstellen &; € [xj_1, ;] gilt

|Zf£a —Tj1) /f )dz| < e.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung zunéchst fiir Treppenfunktionen; der Approxima-
tionssatz 1.6 impliziert dann die Behauptung. Die Behauptung fiir Treppenfunktion
beweisen wir via Induktion nach der Anzahl m der Sprungstellen von f.

a) Es sei also ¢ € T|a, b] eine Treppenfunktion und ¢ > 0. Gilt ¢ = ¢ fiir alle = € [a, b]
und ein ¢ € K so folgt die Behauptung unmittelbar Besitzt ¢ genau eine Sprungstelle,
so folgt die Behauptung leicht, indem wir § := ” | wéhlen.

Fiir den Induktionsbeweis nehmen wir an, dass (Sle Behauptung schon fiir Treppen-
funktionen mit m Sprungstellen bewiesen sei und betrachten eine Treppenfunktion ¢
mit m + 1 Sprungstellen. Wir zerlegen dann ¢ in ¢ = ¢’ + ¢”, wobei ¢’ eine Trep-
penfunktion mit m und ¢” eine Treppenfunktion mit genau einer Sprungstelle ist. Zu
gegebenem ¢ > 0 wihlen wir fiir ¢’ ein ¢§'(¢/2) und zu ¢” ein 6”(¢/2) derart, dass die
Behauptung fiir ¢’ und ¢" gilt; fiir § = min(d’, §") gilt sie dann fiir ¢.

b) Fiir f € S[a,b] wihle ¢ mit ||f — ¢[|e < 55y und 6 := §(5). Nach Teil a) gilt

n b c
‘Zj:l @(fj)(%’ - 339'71) — fa pdz| < 5 also folgt

|fo] ;) /fdx\_

VAN
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<
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j=1
+| Z@(gj)(xj Tj_1) / cpda:|
j=1 a
‘r%
b b
+ ‘ pdx — fd;p‘

=1
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2.17 Korollar. Es sei Z1, 75 .. ., eine Folge von Zerlegungen des Intervalls [a, b], deren
Feinheit gegen 0 konvergiert und S,, die zugehdrige Riemannsche Summe fiir f € S|a, b).

Dann gilt
b
lim S, = / f-
n—00 a

2.18 Bemerkungen. a) Eine Funktion f : [a,b] — C heifit Riemann-integrierbar, falls
ein ¢ € C mit folgender Eigenschaft existiert: Fiir alle ¢ > 0 existiert ein § > 0 mit

e =D F(&) (= wi0)] < e

fiir jede Zerlegung (2o, . .., z,) mit der Feinheit < § und jede Wahl von &; € [z,_1, z;j].
b) Das obige Theorem 2.16 besagt, dass jede sprungstetige Funktion f € SJa,b]
Riemann-integrierbar ist und dass das Riemann-Integral mit unserem Integral iiber-
einstimmt.

c) Es existieren Riemann-integrierbare Funktionen, welche nicht sprungstetig sind.

Das obige Korollar 2.17 erlaubt es in vielen Fillen Aussagen iiber Summen auf Integrale
zu iibertragen. Als Beispiel betrachten wir die Holdersche Ungleichung fiir Integrale.
Hierzu setzten wir fiir f € S[a,b] und 1 < p < 0o

1= ([ 1f@)aap) ™

Dann gilt die folgende Ungleichung.

2.19 Korollar. Fir f,g € S[a,b] und 1 < p,q < oo mit 1/p+1/qg=1 gilt

/ F@9@)lde < 1Nl

Fiir p = ¢ = 2 ist dies die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir Integrale. Den Beweis
iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.



