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4 Konvergenz von Funktionenfolgen

In der Analysis sind Approximationsverfahren fiir Funktionen f durch Funktionenfol-
gen (fy)nen mit gewissenen, oft ,,besseren “Eigenschaften als f sie besitzt, von zentra-
ler Bedeutung. So wird zum Beispiel unsere Konstruktion des Integrals im folgenden
Kapitel wesentlich von einem solchem Approximationsverfahren oder einem solchem
Grenzprozess bestimmt.

Wir beginnen diesen Abschnitt mit der Betrachtung einer Folge ( f;,)nen von Funktionen
fn : D — K mit einem gemeinsamen Definitionsbereich D C R. Die Folge (f,,)nen heifit
auf D punktweise konvergent, falls fiir alle z € D die Folge (f,,(2))nen in K konvergiert.
Die Vorschrift

f(@) = Jim fu(a)

definiert dann eine Grenzfunktion f : D — K. Es stellen sich nun natiirlicherweise die
folgenden Fragen:

a) Ubertragen sich zentrale Eigenschaften der Funktionen f,, wie Stetigkeit oder
Differenzierbarkeit, auf die Grenzfunktion f?

b) Lasst sich gegebenenfalls die Ableitung f’ der Grenzfunktion durch die Ableitun-
gen der Funktionen f,, berechnen?

Sind die Funktionen f, in zy € D stetig, so ist die Grenzfunktion f in xqg € D genau
dann stetig, wenn lim,_,,, f(z) = f(x¢) gilt, also genau dann wenn

lim lim f,(z) = lim lim f,(x)
T—To N—00 n—00 T—To

gilt. Die Frage nach der Stetigkeit der Grenzfunktion fiihrt uns also auf die Proble-
matik der Vertauschbarkeit von Grenzprozessen. Wir zeigen im Folgenden, dass solche
Grenzprozesse im Allgemeinen nicht vertauscht werden diirfen.

4.1 Beispiele.
a) Es sei D =[0,1] und f,(z) = 2™ fiir alle z € [0,1] und alle n € N.

Dann sind die Funktionen f, fiir alle n € N auf D stetig, die Grenzfunktion f, gegeben
durch 0.1)
0, z€|0,1
f(‘”)_{ 1, =1,
hingegen ist unstetig im Punkt x = 1.

b) Es sei wiederum D = [0,1] und g,(z) = % fiir alle n € N.
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Die Grenzfunktion ist ¢ = 0 mit der Ableitung ¢’ = 0. Andererseits gilt ¢/ (z) =
/ncosnz fiir alle n € N und die Folge ¢/ (z) divergiert an jeder Stelle z € D.

4.2 Definition. Es sei D C R eine Menge und f, : D — K fiir alle n € N eine
Funktion. Die Folge (fy)nen heiit gleichmdfig konvergent auf D gegen f : M — K
falls zu jedem € > 0 ein Ny € N existiert mit

|f(z) — fu(z)| <& fiir allex € M,n > Nj.

4.3 Bemerkungen. a) Eine gleichméfig gegen f konvergente Funktionenfolge (f,)
konvergiert natiirlich auch punktweise gegen f. Die Umkehrung ist im Allgemeinen
falsch.

b) Setzt man

[flloo := sup [ f(x)],
€D

so konvergiert (f,)nen gleichmiBig gegen f, genau dann wenn

£ = Fllow =0

gilt.

¢) Fiir die Funktionenfolgen aus den obigen Beispielen a) und b) gilt || f, — f]lec = 1
bzw. ||gn — gllc = 1/+/n fiir alle n € N. Die Folge (f,)nen aus Beispiel a) konvergiert
nicht gleichméBig auf [0, 1], denn ansonsten wiirde zu e = ; ein N, existieren mit
" < % fiir alle z € [0,1) und alle n > Ny. Es ist aber lim, ,; 2" =1 > % Widerspruch!
Hingegen konvergiert (g,) aus Beispiel b) gleichméfig auf [0,1] gegen g = 0, aber
(g )nen konvergiert nicht.

d) Der Unterschied zwischen punktweiser und gleichmiifiiger Konvergenz kann wie folgt
beschrieben werden: betrachtet man bei punktweiser Konvergenz ein x € D, so existiert
zu jedem ¢ > 0 eine Zahl N = N(e, ) so, dass | f,(z) — f(z)| < ¢ fiir alle n > N gilt.
Die Zahl N(g,z) darf hier von z abhéngen. Bei gleichmdffiger Konvergenz gibt es zu
jedem € > 0 eine universelle Zahl N = N(¢) so, dass fiir alle n > N(¢) und alle x € D
gilt: | fu(z) — f(2)| < e.

e) Fiir x > 0 und n € N betrachte f,(z) = % Dann konvergiert (f,),en punktweise
gegen 0, fiir a > 0 konvergiert (f,)nen sogar gleichmifig auf [a,00) gegen 0, aber
(frn)nen konvergiert nicht gleichméBig gegen 0 auf [0, 00).

Der folgende Satz gibt - analog zur Untersuchung bei Reihen - ein inneres Kriterium fiir
die gleichmiflige Konvergenz einer Funktionenfolge an, ohne die Grenzfunktion explizit
kennen zu miissen.
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4.4 Satz. (Cauchy-Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz). FEine Folge (fy)nen von
Funktionen f, : D — K konvergiert genau dann gleichmdfig, wenn fir alle € > 0 ein
Ny € N existiert mat

Ifo — finlloe <&  fiir alle n,m > Ny.

Beweis. =>: Die Folge (f,)nen konvergiere gleichméfig gegen die Grenzfunktion f. Es
existiert also zu jedem e > 0 ein Ny mit || f, — f|le < § fiir alle n > Ny. Somit gilt

| fr = filloo = |fu = Il + |f = finlloo < € fiir alle n,m > Ny.

<=: Die Voraussetzung impliziert, dass (f,(z))nen fiir jedes z € D eine Cauchyfolge
in K ist. Da K vollstéindig ist, existiert ein eindeutiger Grenzwert welchen wir mit f(x)
bezeichnen. Fiir alle e > 0 existiert nach Voraussetzung ein N(g) mit | f,,(z)— fr(2)| < &
fiir alle z € D und alle n,m > N(g). Daher ist

Jim [fo(2) = fn(2)| = [fu(z) = f(2)| <&, n>N(e),z €D,

und somit existiert fiir alle ¢ > 0 ein N(¢) mit |f,(z) — f(z)| < € fiir alle n > N(¢)
und alle z € D.
]

Im Folgenden beschéftigen wir uns nun im Detail mit der Eingangs gestellten Frage
unter welchen Bedingungen gewisse Eigenschaften der Funktionen f,, wie etwa Stetig-
keit, Beschranktheit oder Differenzierbarkeit sich auf die Grenzfunktion f iibertragen
lassen. Wir beginnen mit der Eigenschaft der Beschriankheit.

4.5 Lemma. Fs seien f, : D — K beschrdinkte Funktionen fir allen € N. Konvergiert
die Folge (fn)nen gleichmdfig auf D gegen eine Funktion f, so ist auch f beschrdnkt
auf D.

Beweis. Zu € = 1 existiert Ny € N mit |f(z) — fn,(x)] < 1 fiir alle x € D. Nach
Voraussetzung existiert weiter eine Konstante My, mit |fy, (z)| < My, fiir alle z € D.
Also gilt

[f(@)| < |f(x) = fa, (@) + | fay(2)| <1+ My, fiir alle z € D.
~ s ——

-

<1 SMN1
g

Das folgende Resultat besagt, dass die Eigenschaft der Stetigkeit einer approximie-
renden Funktionenfolge (f,)nen sich auf die Grenzfunktion f iibertrigt, sofern die
Konvergenz gleichmifig ist.
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4.6 Theorem. (Gleichmifliger Limes stetiger Funktionen ist stetig).

Es seten D C R und f, : D — K stetige Funktionen fiir alle n € N. Konvergiert
(fr)nen gleichmdpig gegen f : D — K, so ist f stetig. Mit anderen Worten bedeutet
dies, dass der gleichmdfige Limes stetiger Funktionen stetig ist.

Beweis. Es sei g € D und ¢ > 0. Da (f,,)nen gleichmiBig gegen f konvergiert, existiert
ein Ny € N mit |fn,(2) — f(z)| < § fiir alle + € D. Ferner, da fy, nach Voraussetzung
stetig ist, existiert ein § > 0 mit

€
| frno (@) — fg(zo)| < 3 fiir alle z € Us(zy) N D.
Deshalb gilt

[ (@) = flzo)| < |f(@) = fovg ()] + | o () = S (@0) | + | Fivg (w0) — S (o) < €

-~ -~ -~

€ = €
<3 <3 <3

fiir alle z € Us(zo) N D.

Das obige Beispiel 4.1 b) zeigt, dass ein zu Theorem 4.6 analoger Satz fiir differenzier-
bare Funktionen im Allgemeinen nicht giiltig sein kann. Wir miissen in dieser Situation
vielmehr die gleichméfiige Konvergenz der Folge (f!),en der Ableitungen gegen eine
Grenzfunktion fordern. Genauer gilt das folgende Resultat.

4.7 Theorem. FEs seien a,b € R mit a < b und f, : [a,b] — K seien stetig differen-
zierbare Funktionen fir alle n € N mit den folgenden Eigenschaften:

a) Die Folge (fn(¢))nen C K konvergiert fir ein c € [a,b].

b) Es ezistiert eine Funktion f* : [a,b] — K derart, dass die Folge (f!)nen gleichmdfig
auf [a,b] gegen f* konvergiert.

Dann konvergiert die Folge (fn)nen gleichmdfig, die Grenzfunktion f ist differenzierbar
und die Folge (f!)nen konviergiert gleichmdfig gegen f' = f*.

Beweis. Wir unterteilen den Beweis in drei Schritte:
Schritt 1: Wir zeigen zunéchst, dass die Folge (f,)nen gleichmifiig konvergiert. In der
Tat gilt

fiir alle n, m € N und alle z € [a, b]. Der Mittelwertsatz angewandt auf den ersten Term
der rechten Seite liefert

[fa(@) = fm(@)] < [f1(6) = Fra(©)l|z — | + [fulc) = fm(c)|  fiir ein £ € (a,D).
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Fiir ¢ > 0 existiert nach Voraussetzung a) und b) ein Ny mit

€

1= Fallo < 55525

fii alle n,m > Ny

und | f,(c) = fm(c)| < § fiir alle n,m > Ny. Deshalb ist

| fa() = frn(2)] < (b—a)+%=s fiir alle 2 € [a, b].

2(b—a)

Die erste Behauptung folgt nun aus dem Cauchy Kriterium 4.4.
Schritt 2: Wir setzen

f:= lim f,.
n—oo

Dann konvergiert f,, gleichméf8ig gegen f nach Schritt 1. Nach Theorem 4.6 ist deshalb
die Grenzfunktion f stetig auf [a,b] und auch f* :=lim,_,., f, ist stetig auf [a, b].
Schritt 3: Wir zeigen, dass die Grenzfunktion f differenzierbar ist und dass f' = f*
gilt.

Hierzu betrachten wir fiir 2o € [a, b] die Funktion ¢ : [0, 1] — K gegeben durch

9(t) = falzo + t(z — o)) — £ (w0) (z — o).
Nach den Mittelwertsatz gilt g(1) — g(0) = ¢'(€) fiir ein £ € (0,1). Also ist
9(1)=9(0) = fa(z)—fa(z0) — fr(x0) (x—20) = ¢'(§) = [fr(z0+E(z—0)) — f1 (o) (z—20)
und somit gilt
f(@) = fmo) = f*(@o) (x — @0) = [f* (w0 + £(z — m0)) — [*(0)](x — z0) =t (2)(z — mo)

Nun ist f* nach Schritt 2 stetig und es gilt

lim ¢(z) = lim f*(zo) — f*(z0) = 0.

T—T0 T—T0

Dabher ist f nach Satz 1.3 in z differenzierbar und es gilt f'(x¢) = f*(zo).

4.8 Bemerkungen.
a) Es sei D =R und f, sei definiert durch

-1, z<-7
fn(x) = SiHnQ_wa _% S x S %
1, & <uw.
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Dann sind die Funktionen f, stetig fiir alle n € N, aber die Grenzfunktion f definiert
durch

+1, >0
f(z) = 0, =0
-1, z<0

ist unstetig in z = 0. Also konvergiert die Folge (f,,)nen nicht gleichméBig gegen f.

b) Fiir n € N betrachte die Funktionen f, : R — R gegeben durch f,(z) = Lsin(n’z).
Dann konvergiert die Folge (f,)nen gleichméBig gegen f = 0, denn es gilt sin(n?z) < 1
fiir alle n» € N und alle z € R. Also ist auch f' = 0. Andererseits ist die Folge (f!)(z) =
(n cos(az))nen divergent fiir alle z € R. Dies bedeutet, dass die Voraussetzung b) in
Theorem 4.7 unabdingbar ist.

Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir noch Kriterien fiir die Konvergenz
von Reihen von Funktionen.

4.9 Satz. (WeierstraBsches Konvergenzkriterium). FEs sei f, : D — K fiir n € N eine
Folge von Funktionen mit Y~ || falleo < 00. Dann konvergiert die Funktionenreihe
Yoo o [n gleichmdfig, d.h. die Folge der Partialsummen konvergiert gleichmdfig.

Den Beweis iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.
Das obige Weierstrasche Kriterium hat wichtige Anwendungen auf die Konvergenz

von Potenzreihen. Inbesondere gilt die folgende Folgerung.

4.10 Korollar. Eine Potenzreihe Y o a,z™ mit Konvergenzradius p > 0 konvergiert
fiir jedes r € (0, p) absolut und gleichmdifig auf U,(0) :={z € C: |z| <r}.

In der Tat wissen wir aus den uns schon bekannten Ergebnissen iiber Potenzreihen,
dass > 7, |an|r™ konvergiert. Betrachtet man die Funktionen f, : U,(0) — C gegeben
durch f,(z) := anz™, so gilt ||fallee < |an|r™ und das Weierstrafische Kriterium 4.9
liefert die Behauptung.

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir, dass Potenzreihen im Inneren ihres Konver-
genzkreises stetige Funktionen definieren.

4.11 Korollar. Fine Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0 definiert auf U,(0) eine
stetige Funktion.

4.12 Beispiele. a) Die Reihe

Z cosé;m)

n=1
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konvergiert absolut und gleichméflig auf R, denn es gilt |%| < n—12 fiir alle z € R.
b) Die Riemannsche Zeta-Funktion  gegeben durch

konvergiert absolut und gleichméiﬁig auf der Menge {z € C: Rez > «a} fiir jedes o > 1,

denn es ist |- | = || < &

Schliefllich untersuchen wir die Frage, ob die durch eine Potenzreihe dargestellte Funk-
tion differenzierbar ist. Hierzu zunéchst ein Lemma.

4.13 Lemma. FEs seiy >, a,2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius o > 0. Dann
besitzt die formale Ableitung:

o

Z na,z"

n=1

den Konvergenzradius p.
Den Beweis iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.

4.14 Satz. Es sei f(z) = Y . a,x™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0.
Dann ist f : (—p, 0) = K differenzierbar und es gilt

(Z anxn), = f,(l') = Znanx Z anx YIS (_ga g)a
n=0 n=1 n=0

d.h. Potenzreihen diirfen gliedweise differenziert werden.

Der Beweis folgt direkt aus Korollar 4.10 und Theorem 4.7.

Fiir |x| < 1 betrachten wir das folgende Beispiel:

;nx :x; —x—Zx - dx 1-z) (1-2)2

Iteriert man die Aussage des obigen Satzes, so erhilt man die folgende Verschéirfung
von Satz 4.14.

4.15 Korollar. Es sei f(z) = Y ..o, ana™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
p > 0. Dann ist f: (—p, 0) = K beliebig oft differenzierbar und es gilt

fiir alle n € Ny.
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Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit dem Abelschen Grenzwertsatz, welchen wir ohne
Beweis nur zitieren.

4.16 Satz. (Abelscher Grenzwertsatz). Es sei y - o a, eine konvergente Reihe. Dann
konvergiert die Potenzreihe

gleichmdfig fir x € [0, 1] und stellt somit eine stetige Funktion f :[0,1] — K dar.

4.17 Beispiel. Wir betrachten die Reihenentwicklung der arctan-Funktion gegeben
durch

l,2n+1

arctan(z) = Z (—D"m,

z € (—1,1).

Die Reihe ) (—1)”ﬁ konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium. Also gilt mit dem

Abelschen Grenzwertsatz




