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2 Der Mittelwertsatz und Anwendungen

Wir haben in Abschnitt I11.3 gesehen, dass eine reelle, stetige Funktion f auf einer
kompakten Menge ein globales Maximum und ein globales Miminum besitzt. Ist die
Funktion f zusétzlich differenzierbar, so liefert die Ableitung eine zusétzliche Infor-
mation zur Lage der Extremalstellen. Genauer gilt das unten stehende notwendige
Kriterium fiir Extremalwerte; als Anwendung des Mittelwertsatzes stellen wir dann
auch ein hierfiir hinreichendes Kriterium auf.

2.1 Definition. Ist f: D C R — R eine Funktion, so heifit zy € D lokales Maximum
(Minimum) von f, falls ein 6 > 0 existiert mit

flz) < f(zo) (f(z) > f(xy)), firallex € DN (zg— 0,20+ 9).

Lokale Maxima oder Minima heissen auch lokale Ezrtrema einer gegebenen Funktion f;
im Folgenden bestimmen wir Kriterien welche es erlauben eine gegebene Funktion nach
lokalen Extremwerten zu untersuchen. Wir beginnen zunéchst mit einem notwendigem
Kriterium fiir Extremwerte.

2.2 Satz. FEs seien a,b € R mit a < b und f : (a,b) — R eine Funktion, welche in
xo € (a,b) ein lokales Extremum besitzt. Ist f in zy differenzierbar, so gilt f'(xy) = 0.

Beweis. Es sei z( ein lokales Minimum von f. Dann existiert 6 > 0 mit

f(x) — f(xo) >0, fiir alle x € (xg — §, 20 + ).

%ﬁm) < 0 und andererseits

limy 4010 %ﬁzo) > 0 und somit f'(zg) = 0. Der Beweis fiir ein lokales Maximum

verlduft analog.

Dabher gilt einerseits f'(xo) = limg_z,—0

4

Wir bemerken an dieser Stelle, dass die Umkehrung obigen Satzes im Allgemeinen nicht
gilt und dass eine auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b] definierte Funktion f ein
Extremum in a oder b annehmen kann, auch wenn f'(a) # 0 oder f'(b) # 0.

Der folgende Satz von Rolle ist eine einfache Konsequenz des obigen Satzes.

2.3 Korollar. (Satz von Rolle).  FEs sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion welche
in (a,b) differenzierbar ist. Gilt f(a) = f(b), so ezistiert £ € (a,b) mit f'(£) = 0.

Beweis. Ist f eine konstante Funktion, so gilt f' = 0 und somit die Aussage. Wir
nehmen also an, dass f eine nichtkonstante Funktion sei. Nach Satz I11.3.9 nimmt f
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auf dem kompakten Intervall [a, b] sein globales Maximum max f bzw. Minimum min f
an, wobei max f # f(a) = f(b) oder min f # f(a) = f(b) gilt. Es existiert also ein
¢ € (a,b) welches Extremum von f ist. Nach obigem Satz 2.2 gilt somit f'(£) = 0.

]

Der folgende Mittelwertsatz ist das zentrale Theorem dieses Abschnitts. Er hat weit-
reichende Konsequenzen fiir die Analysis von Funktionen einer reellen Variablen.

2.4 Theorem. (Mittelwertsatz). Ist f : [a,b] — R eine stetige Fnktion, welche in
(a,b) differenzierbar ist, so existiert ein & € (a,b) mit

f(0) = fla) = F'(€)(b—a).

Beweis. Wir definieren eine Funktion F': [a,b] — R durch

Fe) = f@) - 1O I D g

Dann ist F' stetig auf [a, b], differenzierbar in (a,b) und es gilt F'(a) = f(a) = F(b).
Nach dem Satz von Rolle 2.3 existiert daher ein € € (a, b) mit

re=0=re- 010
(I

Wir bemerken an dieser Stelle, dass der Mittelwertsatz fiir differenzierbare Funktionen
f : (a,b) = C nichtrichtig ist. Ein Gegenbeispiel hierfiir ist die Funktion f : [0, 27] — C
gegeben durch f(z) = €. Es gilt dann f(0) = 1 = f(2m), aber f'(z) = ie®® # 0 fiir
alle z € [0, 27].

Der Mittelwertsatz hat viele wichtige Konsequenzen: Einige hiervon sind im folgenden
Korollar zusammengefasst.

2.5 Korollar. FEs sei f : [a,b] = R eine stetige Funktion, welche in (a,b) differen-
zierbar ist. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) f ist konstant < f'(x) = 0 fir alle x € (a,b).

b)

f'(z) > 0 fiir alle x € (a,b) < [ ist monoton wachsend in (a,b).

f'(z) <0 fiir alle z € (a,b) & f ist monoton fallend in (a,b).

f'(z) > 0 fiir alle x € (a,b) = [ ist streng monoton wachsend in (a,b).
f'(z) <0 fiir alle z € (a,b) = f ist streng monoton fallend in (a,b).



94 Kapitel Inhaltsverzeichnis

c¢) Ist f'(zo) = 0 fiir ein zo € (a,b), so ist zo ein

i) lokales Minimum, wenn f' <0 in (a,x¢) und f' >0 in (xo,b);

ii) lokales Mazimum, wenn f' > 0 in (a,x¢) und f' <0 in (z,b).
d) Ist |f'(z)| < L fiir alle x € [a,b], so gilt

|f(x)_f(y)| SL‘ﬁE—y‘, fur alle I,yE[a,b],
d.h. mit anderen Worten, dass f Lipschitz-stetig ist mit Lipschitz-Konstante L.

e) Die Funktion f' besitzt die Zwischenwerteigenschaft, obwohl f' im allgemeinen
nicht stetig ist. Genauer sei f'(a) # f'(b) und min{ f'(a), f'(b)} < a < max{f'(a), f'(b)},
so existiert & € (a,b) mit f'(€) = .

Beweis. a) Ist f konstant, so ist klarerweise f'(z) = 0 fiir alle z € (a, b). Umgekehrt,
sei z € (a,b]. Nach dem Mittelwertsatz und der Voraussetzung existiert £ € (a, z) mit

f(@) = f(a) = f'(§)(z — a) = 0. Also ist f(z) = f(a).

b) Die Definition der Differenzierbarkeit impliziert unmittelbar, dass f'(x) > 0 fiir alle
z € (a,b) ist, falls f monoton steigend ist. Umgekehrt sei a < z < y < b. Wiederum
existiert nach dem Mittelwertsatz ein & € (z,y) mit

f) = fl@) =€) (y— =) 20,
~— ——~
>0 >0
falls f' > 0 gilt. )
Die Aussagen c) d) und e) iiberlassen wir als Ubungsaufgaben.
U

Eine weitere Folgerung aus dem Mittelwertsatz ist die folgende Charakterisierung der
Exponentialfunktion auf R.

2.6 Korollar. Die Ezxponentialfunktion exp ist die einzige differenzierbare Funktion
f:R—C mit f'=f und f(0) =1.

Zum Beweis betrachten wir die Funktion g(z) := f(z)e™” fiir x € R. Dann gilt ¢'(z) =
[f'(z) — f(z)]e=® = 0 fiir alle z € R und somit ist g eine Konstante mit dem Wert

g9(0) = 1.

2.7 Satz. (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Es seien f,g : [a,b] — R stetige
Funktionen, welche in (a,b) differenzierbar sind und es gelte g'(x) # 0 fiir alle x €

(a,b).

Dann ist g(a) # g(b) und es existiert ein & € (a,b) mit
)= f@) _ F(€)
g(b) —g(a)  ¢'(&)
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Beweis.  Zunichst gilt g(a) # g(b), denn ansonsten wiirde nach dem Satz von Rolle
2.3 ein z € (a,b) existieren mit ¢'(z) = 0, im Widerspruch zur Voraussetzung. Um die
eigentliche Aussage des Satzes zu beweisen, definieren wir F : [a,b] — R durch

f(0) — f(a)
m(g(ﬂv) — g(a)).

Dann ist F'(a) = f(a) = F(b) und nach dem Satz von Rolle 2.3 existiert ein £ € (a, b)
mit

Fla) = f(x) -

0=F()=f(e)- L — 1%
O

Mit Hilfe des verallgemeinerten Mittelwertsatzes beweisen wir auch die I’Hospitalschen
Regeln. Sie gestatten es, Grenzwerte der Form lim,_, ., % zu bestimmen, wenn sowohl

f(z) als auch g(z) fiir z — z gegen 0 oder gegen oo konvergieren.

2.8 Korollar. (Regeln von 'Hospital). Es seien —oo < a < b < oo und f,g: (a,b) —
R zwei differenzierbare Funktionen mit ¢'(x) # 0 fiir alle © € (a,b). Falls

a) limg_,, f(z) = 0 = lim,_,, g(x) oder

b) lim,_,, f(x) = 0o = lim,_,, g(z),

gilt und lim,_,, % exristiert, so existiert auch lim,_,,

lim w = lim @)

T—a g(x) T—a g’(x) '

I(@)

e und es gilt

Das entsprechende Resultat gilt auch fiir x — b,z — 0o oder x — —o0.

Beweis. Wir beweisen zunéchst die Aussage fiir den Fall a) und fassen f und g als
stetige Funktionen in a auf, indem wir f(a) = g(a) = 0 setzen. Nach dem verallgemei-
nerten Mittelwertsatz existiert zu jedem z € (a, b) ein & € (a,x) mit

) _ £10)
glz) '€

Gilt x — a, so folgt & — a und somit die Behauptung.

Im Fall b) setze ¢q := lim,_,, %. Dann existiert zu jedem £ > 0 ein ¢ € (a, b) mit

‘f '(z)
g'(z)
Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz gilt dann fiir beliebige z,y € (a,c) mit

T#y
|f(~’6) — f(y)
g(z) — g(y)

— q‘ <eg, firallez € (a,c).

—q| <e.
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Da nach Voraussetzung lim,_,, g(x) = oo, existiert ein ¢’ € (a, ¢) mit

M € un M e firallez € (a,c
oy S5 gy <= firallew € fa,)
Somit ergibt sich
fl@) o, 9, fle) = fly) fly) gy
pres B (Cteres e wpr o R s e prest
< e(2+|q|+¢)

fiir alle z € (a, ), d.h. es gilt lim,_,q % = g = lim,_., %

Die verbleibenden Fille beweist man analog.

Die I’'Hospitalschen Regeln werden oft mit Vorteil verwendet um Grenzwerte zu be-
stimmen.

2.9 Beispiele. Es gelten die folgenden Aussagen:

1

. 1 1 2.8 ;. s

z—0 z z—0

. 1 2.8 . .
b) lim %% = lim {1 = lim L. =0, a>0.

z—o00 T z—>00 T *T z—00 ¥

. . i 2.8 5. _ 2.8 4. i
¢) lim(z= — 1) = lim &802 = |jyy Lcose =0 jjyy sing ),

z—0 SinzT T r—(0 Tsinz z—0 sin z+x cos T 70 COS T+COS T—x SIn T

Wir betrachten nun Ableitungen héherer Ordnung. Genauer sei f : D C R — K eine
differenzierbare Funktion. Ist f’ auch differenzierbar, so heifit f zweimal differenzierbar
und man nennt f" := (f')’ die zweite Ableitung von f. Allgemeiner definiert man die
n-te Ableitung f™ rekursiv als Ableitung von f*~D. Fiir f( schreiben wir auch ‘Z—,{
oder D" f.

2.10 Definition. Eine Funktion f : D C R — K heifit n-mal stetig differenzierbar,
falls f n-mal differenzierbar ist und die n-te Ableitung f™ noch stetig ist.

Die zweiten Ableitungen einer Funktion kann man auch geometrisch interpretieren;
hierzu fiihren wir zunéchst den Begriff einer konvexen Funktion ein.

2.11 Definition. Ist J C R ein Intervall und f : J — R eine Funktion, so heifit f
konvez, falls fiir alle 21,2, € J und alle A € (0,1)

gilt.
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Den Zusammenhang zwischen konvexen Funktionen f und Eigenschaften von f liefert
der folgende Satz.

2.12 Satz. Es sei f:J CR — R eine differenzierbare Funktion. Dann ist f genau
dann konvez, wenn f' monoton steigend ist.

Beweis. =>: Es seien z,x1,29 € J mit ;1 < x < zy. Wir wihlen A € (0,1) so,
dass © = (1 — A)x; + Az gilt. Da f nach Voraussetzung konvex ist, gilt f(z) <
(1 = A)f(xz1) + Af(z2). Daher ist

f(@) = flz) < A(f(z2) — f(21))
f(z2) = f(z) > (1= N)[f(z2) — f(21)]
und da ¢ — 21 = A(xe — 1) > 0 und 29 — 2 > (1 — A)(zg — z1) > 0 gilt, ergibt sich
f(@) — f(21) < f(@2) — f(z1) < f(%)_f(x), 2 < T < T,
Somit gilt
fl(l'l) — x_ljglw f(xa): : il(xl) < f(l';i : £f$1) < x_ljagl_o w — f’(Z‘Q).

und f ist daher monoton wachsend. )
<=: Der Beweis verlduft #hnlich wie oben und wird dem Leser als Ubungsaufgabe
iiberlassen.

O
2.13 Korollar. Ist f: (a,b) — R eine zweimal differenzierbare Funktion, so gilt
f ist konvez <= f >0 in (a,b).
2.14 Beispiel. Die Funktion — log ist konvex auf R, denn es gilt (logz)” = —= < 0

fiir alle x > 0. Funktionen f mit der Eigenschaft, dass — f konvex ist, nennt man konkav.
Speziell ist also log eine konkave Funktion auf R, .

Konvexe und konkave Funktionen sind wichtige Begriffe in der Analysis und haben
interessante Anwendungen. Wir betrachten hier speziell die Youngsche und die Holder-
sche Ungleichung. Fiir p € (1, 00) nennen wir g € (1,00), mit

1 1

_+_:1
p q

den zu p konjugierten Indexz.
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2.15 Satz. (Youngsche Ungleichung). Fir 1 < p,q < oo mit 1/p+1/q =1 gilt

1 1
ab < —a? +-b%, a,b> 0.
p q

Beweis. Es seien a > 0 und b > 0, ansonsten ist die Behauptung trivial. Da log
eine konkave Funktion ist, folgt aus der Definition der Konvexitit mit A = 1/p und
(1—-X) =1/qg, dass

PP 1 1
log(a —) > —logad” + —logb? = loga + logb = log(ab)
p q p q

gilt. Da die Exponentialfunktion monoton steigend ist, ergibt sich die Behauptung
durch Anwenden der Exponentialfunktion auf beiden Seiten der obigen Ungleichung.
O

Fiir einen Vektor z = (1,2, ...,2,) € K” und p mit 1 < p < oo definieren wir

1
|z, = Z|xj|p p

2.16 Korollar. (Holdersche Ungleichung). Fir 1 < p,q < oo mit 1/p+1/q =1 und
z,y € K" gilt

n
Dzl <l [y]lo:
j=1

Wir beobachten, dass der Spezialfall p = ¢ = 2 genau die aus der Linearen Algebra
bekannte Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung ist.

Beweis. OBdA seien z,y # 0. Die obige Youngsche Ungleichung impliziert

il Iyl o Ll 1 yl?
2o [[ylle — pllzllp  qllylld

Aufsummieren liefert

1 1
Z|||$Jyy Ste=1

olpllylly —» g

also die Behauptung.



