IV Differentialrechnung einer
Variablen

1 Differenzierbare Funktionen

Die auf Leibniz und Newton zuriickgehende Differential- und Integralrechnung bildet
den inhaltlichen Kern der Grundvorlesungen iiber Analysis. Wir beschrinken uns in
diesem Abschnitt auf die Differentialrechnung von Funktionen einer reellen Variablen,
lassen aber weiterhin komplexwertige Funktionen zu.

Wir beginnen mit dem Problem eine gegebene Funktion f : D C R — K durch
eine affine Funktion im Punkt zy € D zu approximieren. Gilt speziell K = R, so kann
man diese Fragestellung geometrisch so interpretieren, dass wir die Tangente an den
Graphen von f im Punkt (z¢, f(z¢)) bestimmen wollen.

Die grundlegende Idee zur Losung obigen Problems besteht darin, die Tangente durch
die Gerade durch die Punkte (zo, f(zo)) und (x¢ + h, f(zo + h)) fiir kleines h zu ap-
proximieren. Die Steigung dieser Geraden ist dann gegeben durch M Dies
motiviert die folgende Definition.

1.1 Definition. Essei D C R und zy € D ein Haufungspunkt von D. Eine Funktion
f D — K heifit differenzierbar in xq € D, falls
lim f(@) = f(wo) — lim f(@o +h) — f(x0)

t=zo T — X h—0 h

existiert. Dieser Grenzwert heifit Ableitung von f in xo und wird mit f’'(z,) oder %(xo)
bezeichnet. Ist f in jedem z € M differenzierbar, so heifit f differenzierbar und die
Abbildung f': M — K z — f'(x) heifit die Ableitung von f.
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88 Kapitel IV Differentialrechnung einer Variablen

1.2 Beispiele. a) Die Funktion f: R — R, f(z) = z™ ist fiir jedes n € N differen-
zierbar und es gilt f/(z) = na™~! fiir alle 7 € R, da

n n
T — Ty n—1 T—Lo

R I N A R R R o7 e AP O Y

r — Xy

gilt.
b) Die Funktion f : R — C, f(z) = e** ist fiir alle o € C differenzierbar und es gilt
f'(xz) = ae*®, denn es ist

ea(x0+h) — %0 eah -1 hes0
— eaxo(
h

azo

) — e,

analog zu Beispiel 3.15 b).

Im folgenden Satz wollen wir den Begriff der Differenzierbarkeit dquivalent umformen.
Dabei setzen wir immer voraus, dass xy € D ein Haufungspunkt von D ist.

1.3 Satz. Fiir eine Funktion f : M C R — K und o € M sind folgende Aussagen
dquivalent.

i) Die Funktion f ist in o differenzierbar.
ii) Es existiert eine in xq stetige Funktion ¢ : M — K mit
f(z) = f(zo) + (z — z0)pp(z), =€ M.
In diesem Fall gilt f'(xo) = @(x).
iii) Es existiert eine lineare Abbildung L : R — K mit

lim f(zo+h) — f(xo) — Lh _
h—0 h

In diesem Fall gilt f'(xo)h = Lh fir alle h € R.

0.

Beweis. i) = 1i): Nach Voraussetzung besitzt die Funktion z +— %ﬁ“) fir z €
M \ {zo} eine in z; stetige Fortsetzung ¢. Im Punkt z4 gilt dann ¢(zo) = f'(x).

1) = 14i): Die durch Lh := p(x0)h = f'(xo)h definierte lineare Abbildung erfiillt die
in Aussage iii) geforderten Eigenschaften.

i11) => 1): Es sei L eine lineare Abbildung, welche die Aussage iii) erfiillt. Gilt Lh = ah

fiir ein o € C, so folgt

hmf(%‘i‘h)—f(ﬂ?o) _a:hmf(%‘i‘h)—f(ﬂ?o)—ah _
h—0 h h—0 h

0;

also ist f in zy differenzierbar und es gilt f'(zo) = a.
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Die Aussage iii) des obigen Satzes besagt, dass fiir eine differenzierbare Funktion f
der Zuwachs f(zo + h) — f(x) von f durch Lh derart gut approximiert wird, dass
die Differenz f(zo + h) — f(xo) — Lh fiir h — 0 schneller gegen 0 konvergiert als h
selbst. Diese Formulierung zielt darauf ab Funktionen lokal durch lineare Funktionen zu
approximieren und wird spiter mit Hilfe des Satzes von Taylor noch ausgebaut. Sie ist
dann auch der Ausgangspunkt fiir die Ubertragung des Begriffs der Differenzierbarkeit
auf Funktionen mehrerer Variablen.

Satz 1.3 impliziert zundchst unmittelbar, dass eine in xy differenzierbare Funktion dort
auch stetig ist.

1.4 Korollar. FEine in zy € M C R differenzierbare Funktion f : M — K st in
auch stetig.

Wir bemerken, dass die Umkehrung von Korollar 1.4 im allgemeinen nicht gilt. Be-
trachte hierzu zum Beispiel die Betragsfunktion f(z) = |z| im Punkt 0. Wir bemerken
ferner, dass stetige Funktionen auf R existieren, welche in keinem Punkt differenzierbar
sind.

1.5 Satz. (Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen) FEs seien f,g: M C R - K
in xg € M differenzierbare Funktionen. Dann gelten die folgenden Aussagen:
a) Die Funktion af + Bg ist differenzierbar in xo fir alle o, 8 € K und es gilt

(af + Bg) (z0) = af'(20) + BY (o).

Die Ableitung ist also insbesondere eine lineare Abbildung.
b) (Produktregel). Das Produnkt f - g ist in xo differenzierbar und es gilt

(f -9) (wo) = f'(w0)g(wo) + f(20)g (0)-

c¢) (Quotientenregel). Ist g(zq) # 0, so existiert ein 6 > 0 mit der Figenschaft, dass
§ M N (xg— 9,20 + ) = K in zy differenzierbar ist und dass

Iyieny = F1(@0)9(xo) — f(20)g'(20)
(9) (@) 9%(2o)
gilt.

Beweis. Die Aussage a) folgt direkt aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte.
Um die Aussage b) zu beweisen, sei h # 0 und zo + h € M. Es gilt dann

f(xo + h)g(xo +hh) — fl@o)g(zo)  _ flao+ h}z} - f(xﬂ)g(xo 4 h)+
9(zo + h) — g(z0)
Y f(@o)

— f'(z0)g(xo) + g' (o) f (o).
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In dhnlicher Weise beweisen wir die Aussage c). Genauer gesagt gilt

f(zoth) _ f(zo)

g@oth) — g@o)  _ 1 [f (xo + h) = f(z0)lg(x0) _ [9(x0 + h) = g(x0)]f (o)
h g(zo + h)g(z0) h h
h=30 f'(x0)g(wo) — f(ﬂﬁo)g'(fﬂo)_
9?(z0)
O

1.6 Beispiele. a) Ein Polynom p der Form p(z) = 5% + 72 + 3z ist differenzierbar
mit der Ableitung p'(z) = 1522 + 14z + 3. Dies folgt aus Beispiel 1.2 a) und Satz 1.5
a).

b) Die Sinus- sowie die Cosinusfunktion sind differenzierbar fiir jedes € R und es gilt
sin’(z) = cos z, cos'(z) = —sinz, =z €R,

denn es gilt sinz = 5-(e” — e ™) und Beispiel 1.2 b) und Satz 1.5 a) implizieren

1 . .
(sinz)' = ?(z’e” +ie ") = cosx.
i

c¢) Die Ableitung der Tangensfunktion ist nach der Quotienten-Regel gegeben durch

cos’z +sin?z mas 1

(tanz) = =1+tan®z, xER\{g—i—kW:kEZ}.

cos? cos?
d) Fiir n € Nsei f : R\{0} — R gegeben durch z — z~". Dann gilt f'(z) = —nz~""!,
denn es ist f = ; fiir die differenzierbare Funktion h(z) = 2" und nach der Quotien-

n—1

tenregel gilt f'(r) = =27— = —na "' fiir alle z € R\ {0}.

1.7 Satz. (Kettenregel) FEs seien f : Dy C R = Rund g : Dy, C R — R zwei
Funktionen mit g(Dy) C Dy. Ist g in xq € Dy und f in g(zo) € Dy differenzierbar, so
st fog: Dy CR —= K in xy differenzierbar und es gilt

(f 0 9)'(zo) = f'(g(z0)) - g'(wo)-

Beweis. Nach Satz 1.3 existieren in z bzw. in g(x,) stetige Funktionen ¢ und ¢,
mit

f)—fw) = W—vo)esy), y€ Dy
9(z) —g(xo) = (z—z0)pe(z), =€ Dy
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Deshalb gilt
(fog)(@) = (f o g)(zo) = (9(2) — 9(z0))pr(9(z)) = (x — 20) g(x) s (9(x))
—_———

=:p(z)

mit einer in x, stetigen Funktion ¢ := ¢, - (¢f o g). Der Satz 1.3 impliziert weiter, dass
f o g in z( differenzierbar ist, und dass

(f © 9)'(x0) = p(x0) = pq(x0)ps(g9(x0)) = f'(9(0)) - g'(0)

gilt.
d

Zum Abschluss dieses Abschnitts untersuchen wir noch die Ableitung der Umkehrfunk-
tion einer gegebenen differenzierbaren Funktion.

1.8 Satz. (Ableitung der Umkehrfunktion). Es sei J C R ein Intervall und g die
Umkehrfunktion einer stetigen und streng monotonen Funktion f : J — R. Ist f
in xy € J differenzierbar und ist f'(xg) # 0, so ist g : f(J) = R in yo = f(z0)
differenzierbar und es gilt

oy — oy = L]

Beweis. Nach Voraussetzung und Satz 1.3 existiert eine in z( stetige Funktion ¢ mit
f(z) = f(zo) = (z — zg)p(x) fiir alle z € J. Wegen der strengen Monotonie von f und
da f'(z¢) # 0 folgt ¢(x) # 0 fiir alle 2 in einer Umgebung von zy. Fiir x = g(y) in
dieser Umgebung gilt dann

y—yo = flg() — f(g(yo)) = (9(y) — 9(w0))e(9(¥)), vy € f(J).

Daher ist g(y) — g(yo) = (v — yo)m, mit einer nach Kapitel III.1 in z, stetigen

Funktion ¢ o g. Satz 1.3 impliziert wiederum, dass ¢ in y, differenzierbar ist, und dass
gilt
1 1 1 1

700 = St ~ ) ~ Floo) ~ Flalw)

0

1.9 Beispiel. Die Funktion tan : (—7/2,7/2) — R ist nach Beispiel 1.6 c¢) diffe-
renzierbar und es gilt tan’'(z) = 1 + tan®z fiir alle x € (—7/2,7/2). Also ist auch
arctan : R — R differenzierbar und es gilt

_ 1 1

~ 1+tan?(arctanz) 1+4+y2’

arctan’(y)



