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4 Die Exponentialfunktion und Verwandte

Im Zentrum dieses Abschnitts steht die Exponentialfunktion, eine der wichtigsten Funk-
tionen der gesamten Mathematik. Mit ihrer Hilfe fiihren wir zum einen die trigonome-
trischen Funktionen Sinus und Cosinus ein und untersuchen zum anderen die uns schon
bekannten Logarithmus- und Potenzfunktionen auf weitere Eigenschaften.

Viele der folgenden Definitionen und Argumente gehen direkt auf LEONHARD EU-
LER (1707-1783), einen der bedeutensten Mathematiker aller Zeiten zuriick. Im Jahre
1707 in Basel geboren, immaktrikulierte er sich im Alter von 13 Jahren an der Basler
Universitéit, wurde dort Schiiler von Johann Bernoulli, um dann 1727 an die Akade-
mie von St. Petersburg und spéter, genauer 1733, auf die dortige Mathematikprofessur
berufen zu werden. Zu jener Zeit bildeten die Akademien das Zentrum der wissenschaft-
lichen Forschung und Euler verbrachte sein gesamtes Leben an den Akademien in St.
Petersburg und Berlin (1741-1766). Den grofiten Einfluss iibte Euler in der Mathema-
tik durch seine Lehrbiicher aus. Seine ,, Introductio in analysin infinitorum ebnete den
Weg fiir die Analysis zu einem, neben der Geometrie und der Algebra gleichbereichti-
gen, Zweig der Mathematik. Unsere heutige mathematische Bezeichnungsweise geht in
wesentlichen Teilen auf ihn zuriick.

Bevor wir - dem Eulerschen Wege folgend - die Sinus und Cosinusreihe als Potenzreihe
definieren, erinnern wir zunéichst noch einmal an die uns aus Kapitel II wohlbekannte
Exponentialreihe
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deren Konvergenzradius unendlich ist. Die im Folgenden genauer untersuchten Sinus-
und Cosinusreihen weisen eine enge Verwandschaft mit der Exponentialreihe auf. Es
ist dabei wesentlich im Komplexen zu arbeiten; erst hier wird die innere Beziehung
all dieser Funktionen deutlich. Riickwirkend werden wir durch die trigonometrischen
Funktionen auch neue Erkenntnisse iiber die Exponentialfunktion gewinnen, zum Bei-
spiel, dass sie eine komplexe Periode besitzt.

4.1 Definition. Die Sinusreihe sinz bzw. die Cosinusrethe cos z ist definiert als
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Die so definierten Sinus- und Cosinusreihen besitzen die folgenden elementaren Eigen-
schaften.
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4.2 Satz. a) Der Konvergenzradius der Sinus- und Cosinusreihe ist unendlich.
b) Es gilt die Eulersche Formel

e¥ =cosz+isinz, ze€C

¢) Die Funktionen z — sin z und z — cos z sind stetige Funktionen auf C.

Die Aussage iiber den Konvergenzradius folgt aus der Cauchy-Hadamardschen Formel
I1.5.2. Ferner ist die Eulersche Formel eine unmittelbare Konsequenz der Darstellung

o= (12)" X (iz =\ (iz)2n 1 .
% = Z Y = Z @n)) +Z m =cosz+1isinz, z¢€ C.

n=0
Die Stetigkeit der Funktionen z — sin z und z — cos z folgt aus Satz 1.7.

Weitere Eigenschaften der Cosinus- bzw. Sinusreihe lassen sich ebenso direkt aus der
Definition herleiten.

4.3 Korollar. ) Die Cosinusfunktion cos : C — C,z — cos z ist eine gerade, die
Sinusfunktion sin : C — C, z +— sin z eine ungerade Funktion, d.h. es gilt

cosz = cos(—z) und sinz = —sin(—z), z€C.
b) Fiir alle z € C gilt
eiz + efiz ) eiz _ efiz
cosz = — und sin z = 0 2 e C
i

¢) Fiir x € R gilt cosx = Re e und sinz = Im €™.
d) Fiir alle z € R gilt |e*®| = 1.

Wie die Exponentialfunktion besitzen auch die Sinus- und Cosinusfunktionen gewisse
Additionstheoreme.

4.4 Satz. (Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus).  Fiir alle z,w € C gelten die

folgenden Aussagen:

cos(z tw) = coszcosw F sinzsinw,

sin(z + w)

sin z — sin w

COS 2 — COosw

sin z cos w =+ cos z sin w,
zt+w zZ—w
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Beweis. Fiir alle z,w € C gilt nach Korollar 4.3 b)

cos zcosw — sinzsinw = 1{(e + e )€ 4 e 4 (6 — o) (e - )
= l[ei(z+w)+e—i(z+w)+ei(z+w)+€—i(z+w)]
4
1 . )
= 5[ez(ﬁ—w) + e*z(z—}—w)] = cos(z + w).

Der Beweis der anderen Aussagen verlduft &hnlich und wird dem Leser iiberlassen.
g

Betrachtet man das erste der obigen Additionstheoreme fiir z = w, so folgt
cos® z + sin? z = cos(z—z) =cos0=1, zeC.

Wir halten diese wichtige Beziehung explizit im folgenden Korollar fest.

4.5 Korollar. Fir alle z € C gilt

cos?z +sin? z = 1.

Wir untersuchen im Folgenden die e-Funktion speziell fiir reelle Argumente. Den Beweis
der folgenden Eigenschaften iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

4.6 Satz. FEs gelten die folgenden Aussagen:
a) e <1 falls x < 0 und ® > 1 falls x > 0.
b) Die Funktion exp : R — R, ist streng monoton wachsend.

¢) Fiir jedes a € R gilt

T

lim — = oo,
«
T—00 I

d.h. mit anderen Worten, dass die exp-Funktion fiir x — oo schneller wdchst als
jede Potenz x®.

d) Fiir jedes o € R gilt

d.h. mit anderen Worten, dass die exp-Funktion fir r — —oo schneller fallt als
jede Potenz x®.
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Da die Exponentialfunktion exp : R — (0, c0) stetig und streng monoton wachsend ist,
existiert nach Abschnitt II.1 die Umkehrfunktion

log: (0,00) > R

der Exponentialfunktion. Diese wird wie schon in Abschnitt IT als Logarithmusfunktion
bezeichnet. Es gilt insbesondere

logl=0 wund loge=1.
Ferner besitzt die Logarithmusfunktion die Eigenschaften

log(zy) = logz +logy, =,y € (0,00)
log(g) = logz —logy, =,y € (0,00).

Dies folgt direkt aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion, denn setzt man
a := logz und b := logy, so gilt x = e* und y = €® und es folgt xy = e® - e® = e*;

also log(zy) = logz + log y.

Die Exponentialfunktion erlaubt es auch die allgemeine Potenz o* fiir a > 0 und z €
C in Einklang mit den vorherigen Definitionen der Potenz, vgl. Beispiel 1.14 ¢), zu
definieren. Setzt man

@’ =€ zcC,a>0,

so gelten fiir z,w € C und a > 0 die folgenden Rechenregeln

acfa¥l = az—l—w,

a’b’ = (ab)®,
log(a®) = zloga,

(az)w — azw .

Diese sind leicht einzusehen, denn es gilt a%a® = e?lo82ewloge — glztw)loga — g(2+w),
Der Beweis der anderen Rechenregeln verlduft analog.
Wir verifizieren ebenfalls, dass fiir o > 0

log x

lim =0 wund lim z%logz =0
z—o00 ¢ z—0t

gilt. Mit anderen Worten bedeutet dies, dass log fiir z — oo langsamer wéchst als jede
Potenz z“.

Wir untersuchen im Folgenden die Funktionen Sinus und Cosinus speziell fiir reelle
Argumente und interessieren uns zunéchst fiir ihre Nullstellen.
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4.7 Lemma. Fir z € (0,2] gilt:

.’L'3 2 .’L’2 334

x—€<sinx<x und 1—%<cosx<1—3+ﬂ.

Insbesondere ist sinz > 0 fir x € (0,2].

Beweis. Fiir z € (0, 2] gilt

I L S T e
smr=2——+— -5+ —T+...>T— o7
1 [ [ [ [ K
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>0 >0
denn es ist £ — (f:;, = wn[("iln)ig;?)fwz] > 0. Andererseits gilt
_ 3 2° z7
siny =x — <§—§> - (ﬁ_§)+"'<x’
>0 >0

und somit folgt die Behauptung fiir die Sinusfunktion. Die Abschétzung fiir cos verlduft

analog.
d

Insbesondere gilt
sinz > 0 fiir z € (0, 2],

und cos ist eine streng monoton fallende Funktion auf dem Intervall [0,2]; denn fiir
x > y folgt
COST — COsY = —2 sin(x * y) sin(x ; y)

- AN >4
-~ -~

>0 >0

<0, =z,y€l0,2].

Diese Eigenschaften implizieren, dass die Cosinusfunktion im Intervall [0, 2] genau eine
Nullstelle besitzt, wie wir im folgenden Satz sehen werden.

4.8. Satz und Definition der Zahl n. Die Cosinus-Funktion hat im Intervall [0, 2]
genau eine Nullstelle xo. Wir setzen

T = 2xy.
Die Bezeichnung 7 wurde durch das oben schon erwéhnte Eulersche Lehrbuch populir

und konnte aus dem griechischen Wort mepipepeia fiir Umfang herriithren. Versucht
man die Zahl 7 heute numerisch zu berechnen, so erhélt man

m = 3,14159 2653589793 23846 . ..
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Beweis. FEs gilt cos0 = 1 und das obige Lemma 4.7 impliziert, dass cos 2 < 1— %+§ =
—% < 0 gilt. Da cos stetig ist, folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass cos mindestens
eine Nullstelle ¢ in [0, 2] besitzt. Die Eindeutigkeit der Nullstelle folgt aus der strengen
Monotonie von cos auf [0, 2].

O

4.9 Bemerkung. Eine reelle Zahl heifit algebraisch, falls sie Nullstelle eines nicht-
trivialen Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten ist. Zum Beispiel ist jede rationale
Zahl p/q als Nullstelle des Polynoms x — gz — p algebraisch. Reelle Zahlen, welche
nicht algebraisch sind, heiflen transzendente Zahlen ; letztere sind insbesondere irra-
tional. H. J. Lambert bewies schon 1761, dass 7 irrational ist. Den Nachweis, dass 7
sogar transzendent ist, erbrachte F. Lindemann im Jahre 1882. Dieser Satz entschied
auch das iiber zweitausend Jahre alte und bis heute beriihmte Problem der Quadratur
des Kreises und zwar negativ: es ist unmoglich, allein mit Zirkel und Lineal zu einem
vorgegebenen Kreis ein flichengleiches Quadrat zu konstruieren.

Die obige Definition der Zahl 7 impliziert insbesondere, dass
T T
€08 5 un sin

gilt. Letztere Gleichheit gilt, da aus cos® Z + sin? % = 1 zunéchst sin § = +1 folgt, und
die Positivitdt des Sinus in (0, 2] schliefllich sin = 1 impliziert.

Kombiniert man diese Formeln mit der Eulerschen Formel aus Satz 4.2 b), so erhalten
wir €™/? = cos(m/2) + isin(r/2) = i und allgemeiner gilt die folgende Tabelle der
Funktionswerte von cos z, sin z und e*:

3
T 0 g T | 5T
coszx|1]|0|—-1| 0O
sinz |01 0| -1
er 1] i|=1]—i

Kombiniert man die obigen Funktionswerte mit der Funktionalgleichung der Exponen-
tialfunktion, so erhalten wir die wichtige Eigenschaft der Periodizitdt der Exponenti-
alfunktion.

4.10 Satz. Fiir alle z € C und n € Z gilt

z+i2m z;m z+2inmT z
2

e =e*1", und insbesondere e = e”.

Dies bedeutet, dass die FExponentialfunktion die rein imagindre Pertode 2mwi besitzt.

Im folgenden Korollar fassen wir weitere Eigenschaften der trigonometrischen Funktio-
nen zusammen.
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4.11 Korollar. a) Fiir z € C gilt

i) cos(z+ %) = —sinz, cos(z+m) = —cosz, cos(z+2m)=cosz,

i) sin(z + §) =cosz, sin(z+m) = —sinz, sin(z+27) =sinz,

insbesondere sind die Funktionen sin und cos periodische Funktionen mit der rellen
Periode 2.

b) Es gilt

m .
cosz=0 & z:§+n7rf1ireznn€Z,

sinz =0 < 2z=nnr fir einn € Z,

=1 & z=2mnr fireinn € Z.

Wir beschlielen unsere Diskussion der trigonometrischen Funktionen vorerst mit der
Einfiihrung der Tangens- und Cotangensfunktion. Genauer gesagt, definieren wir die
Tangensfunktion tan und die Cotangensfunktion cot als

tan: C\{r/2 +nr:neZ}—-C, =z (S;)I;Z und
z
cot :C\{nr:neZ}—-C, =z oy B2
sin z

Zum Abschluss dieses Abschnitts wenden wir uns den Umkehrfunktionen der trigono-
metrischen Funktionen sowie den hyperbolischen Funktionen zu. Wir beginnen mit den
folgenden Eigenschaften von sin, cos und tan.

4.12 Lemma. a) Die Funktion cos : [0, 7] — [—1,1] ist stetig, surjektiv und streng
monoton fallend.

b) Die Funktion sin : [—7,7] — [=1,1] ist stetig, surjektiv und streng monoton stei-
gend.

¢) Die Funktion tan : (=7, %) — R ist stetig, surjektiv und streng monoton steigend.

Das obige Lemma impliziert daher, dass die Umkehrfunktionen

arccos :  [—1,1] — [0, 7]
T
in : -L1] —=|—-%, %
aresin:  [1,1] = [-2, 7]
arctan: R — (—Z 7T)

2’9
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von sin,cos und tan auf den jeweiligen Intervallen existieren. Diese heiflen Arcus-
Funktionen und sie sind nach Satz 1.13 stetig.

Unser jetziger Kenntnisstand erlaubt es nun auch, die Polarkoordinatendarstellung der
komplexen Zahlen zu behandeln. Genauer gesagt gilt der folgende Satz.

4.13 Satz. (Polarkoordinatendastellung komplexer Zahlen). Jedes z € C\ {0} besitzt
eine Darstellung der Form

z=re'’,

wobei r = |z| und ¢ € R bis auf die Addition eines ganzen Vielfachen von 21 bestimmt
15t.

In der obigen Darstellung heifit  der Betrag und ¢ das Argument der komplexen Zahl
z e C

Beweis. Fiir z € C\ {0} existieren z,y € R mit & =« +1y. Es gilt dann ?+yt=1
und somit z,y € [—1, 1]. Daher ist

. arccosz, y >0,
Y=\ —arccos z, y<o0,

wohldefiniert und ¢ € [0, 7| falls y > 0. Nach Lemma 4.7 ist sin ¢ > 0 fiir alle ¢ € [0, 2]
und da sin ¢ = sin(7 — ¢) gilt (vgl. 4.11 b)), folgt sin ¢ > 0 fiir alle ¢ € [0, 7]. Weiter,
da sin? ¢ = 1 — cos? ¢ = y? gilt, folgt sin ¢ = y. Wir erhalten also

e¥=cosp+ising=x+1y= ﬂ,
z

und somit z = re® fiir r = |z|. Der Fall y < 0 verlduft analog.
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4.14 Bemerkungen. a) Mit Hilfe der Polarkoordinatendarstellung lisst sich das
Produkt komplexer Zahlen in der Gaufischen Zahlenebene geometrisch gut veranschau-
lichen. Fiir z = |z[e? und w = |w|e™ gilt

z-w = |zw|ePTY).

b) Ferner existieren zu jedem z € C und zu jedem n € N genau n verschiedene Zahlen
21,...,2p, € C mit 2 = z fiir alle £ = 1,...,n. Diese Zahlen heiflen n-te Wurzeln
von z. Insbesondere existieren zu jedem n € N genau n verschiedene Einheitswurzeln
&1,8,...,&n, d.h. komplexe Zahlen &, mit & = 1 fiir alle £k = 1,...,n. Die n-ten
Waurzeln einer komplexen Zahl z = re®® sind explizit gegeben durch

o+2ink

2= Y& mit &= n ) firalle k=1,...,n.

Bei vielen Fragestellungen taucht die Exponentialfunktion in den Kombinationen 1/2(e*+
e *) und 1/2(e* — e #) auf. Hierauf basierend definieren wir die hyperbolischen Funk-
tionen wie folgt:

1

coshz = 5(6Z + e *) Cosinus hyperbolicus,
1

sinhz := §(€Z — e %) Sinus hyperbolicus,
sinh z

tanh z := Tangens hyperbolicus,
cosh z
cosh z

cothz = — Cotangens hyperbolicus.
sinh z

Die Beziehungen
cosh z = cosiz, sinhz = —isiniz, z€C

und
cosh?z —sinh?z=1, zeC

sind ebenso schnell einzusehen, wie die Potenzreihendarstellung

oo ; 00 ;
23 22]4—1

z .
COShZZZ@’ bzw. smhzzzm, z € C.



