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3 Stetige Funktionen und Kompaktheit

Der Begriff der Kompaktheit ist von zentraler Bedeutung in der Analysis; so beruhen
wichtige Existenzaussagen der Analysis auf Eigenschaften stetiger Funktionen auf kom-
pakten Mengen. Beispielhaft nennen wir hier den folgenden Satz iiber die Annahme
eines Maximums einer stetigen Funktion auf einer kompakten Menge sowie den Satz
iiber die gleichméfige Stetigkeit.

Wir definieren den Begriff der Kompaktheit einer Menge in R durch die sogenannte
Uberdeckungseigenschaft und zeigen, dass fiir Teilmengen K des R”, die sogenann-
te Uberdeckungskompaktheit mit der spiter eingefiihrten Folgenkompaktheit iiberein-
stimmt. Der Satz von Heine-Borel besagt ferner, dass eine Teilmenge des R™ genau
dann kompakt ist, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.

Der Grund fiir die Einfiihrung der Kompaktheit via Uberdeckungen besteht darin,
dass sich dieses Konzept spéter in Analysis II problemlos auf normierte oder metri-
sche Réume verallgemeinern 148t, wihrend die Heine-Borelsche Charakterisierung der
Kompaktheit sich auf die endlich dimensionale Situation beschrankt.

In diesem Abschnitt sei K immer eine Teilmenge des R*. Wir beginnen mit der Defi-
nition der Begriffe Uberdeckung und Kompaktheit.

3.1 Definition. a) Ist I eine beliebige Indexmenge, so heifit (O;)ic; eine offene
Uberdeckung von K, falls die Mengen O; fiir alle 7z € I offen sind und

K C U 0;
iel
gilt. )
b) Die Menge K C R heifit kompakt, falls jede offene Uberdeckung (O;);c; von K
eine endliche Teiliiberdeckung besitzt, d.h. falls O, ..., Oy existieren mit
N
K cl o
=1

3.2 Beispiele. a) Die Menge der reellen Zahlen R ist nicht kompakt, denn R C

U (—n, n), aber diese offene Uberdeckung besitzt keine endliche Teiliiberdeckung.
neN

b) Das Intervall (0,1] C R ist nicht kompakt, denn (0,1] C | (%, 2), aber diese Uber-
jEN

deckung besitzt wiederum keine endliche Teiliiberdeckung.

c) Es sei (a;),en eine konvergente Folge in R” mit lim;_,, a; = a. Dann ist

K::{aj:jEN}U{a}

eine kompakte Menge. Zur Begriindung betrachten wir eine offene Teiliiberdeckung
(Oj)ier von K. Dann existiert ein j € I mit a € O;. Da O; eine Umgebung von a ist,
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existiert ein Ny € N mit a; € O; fiir alle £ > Ny. Wihlen wir nun Indizes iy,...,in,
derart, dass a; € O;, fiir alle k = 1,..., Ny gilt, so ergibt sich

No
Kc(|Joy)uo;.
k=0

d) Die Aussage von c) ist im Allgemeinen falsch, falls a aus K entfernt wird. Betrachte
hierzu die Folge (1/7);jen und setze M = {% : j € N} C R sowie Oy = (3,2) und O, =
(jﬁ, 7%1) fiir alle j > 2. Dann ist M C [J;cy O; und jedes O; enthélt genau ein Element
von M, aber die offene Uberdeckung (O;);en besitzt keine endliche Teiliiberdeckung.

3.3 Satz. FEine kompakte Menge K C R" ist abgeschlossen und beschrdinkt.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass K beschriankt ist. Hierzu sei z € R" beliebig gewéhlt.
Dann ist R* = |J,—, Bk(), also auch K C |J;~, Bx(z), und da K nach Voraussetzung
kompakt ist, existiert ein N € N mit

N

K c | By, (@)

=1

Setzt man R := max{ki,---,kn}, so gilt K C Bgr(z) und K ist somit beschrinkt.
Wir zeigen weiter, dass K abgeschlossen ist. Wihle hierzu z € R*\K und fiir j € N
setze U; . ={y e R* : ly —z| > %} Dann ist U; offen und es gilt

K CR\{z} = G U;.

Da K nach Voraussetzung kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung hiervon,
d.h. es existiert ein N € Nmit K C U,]CV:1 Uj.. Fir R := max{ny,...,ny} gilt B (z) C
R™\ K und somit ist R\ K offen, was bedeutet, dass K abgeschlossen ist.

O

3.4 Lemma. Fine abgeschlossene Teilmenge A einer kompakten Menge K C R" ist
kompakt.

Beweis. Es sei (O;)icr eine offene Uberdeckung von A. Nach Voraussetzung ist R™\ A
offen und es gilt
KcR =]JO;UR"\A.

el
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Da K nach Voraussetzung kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung von K,
d.h. es existieren i,...,ixy € I mit

K C (0, U...UO0;,) UR"\ A.

Deswegen gilt A C O;; U...UO;, und A ist kompakt.
]

3.5 Theorem. (Satz von Heine-Borel). Fine Menge K C R™ ist genau dann kompakt,
wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist.

Beweis. Die Richtung ,, = “ ist genau die Aussage des Satzes 3.3. Um die umgekehrte
Richtung zu zeigen, nehmen wir an, dass K abgeschlossen und beschrénkt ist und daher
in einem Quader der Form

Q={(z1,...,2,) ER" 1 q; < 2y < b}

mit a;, b € R und aq; < b fiir [ = 1,...n enthalten ist. Falls wir zeigen kénnen, dass ()
kompakt ist, so folgt die Behauptung aus obigem Lemma 3.4. Dies ist aber genau die
Aussage des folgenden Lemmas.

3.6 Lemma. Fs sei (Q CR" definiert wie oben. Dann ist Q) kompakt.

Beweis. Wir betrachten eine offene Uberdeckung (O;)ier von @ und nehmen an, dass
keine offene Teiliiberdeckung von () existiere. Im Folgenden konstruieren wir eine Folge
von abgeschlossenene Teilquadern

QDO DQ2D ...

mit der Eigenschaft, dass

i) Q. keine endliche Teiliiberdeckung besitzt und dass

ii) diam(Q,,) = 2~™ diam (Q)

gilt. Hierzu setzen wir ()9 = () und nehmen an, dass (), schon konstruiert sei. Dann
gilt @, = I, x Iy x ... x I, wobei I; C R fiir [ = 1,...,n abgeschlossene Intervalle
sind. Wir halbieren nun I;, schreiben I; = I} U I? und setzen

815--458 P S1 S; S . L
Qo= I x Iyt x oo x vy fiir s; =1, 2.

Es gilt daher
Qm — U Qié,m,sn'

(81250 )E€{1,2}7
Da @,, keine endliche Teiliiberdeckung besitzt, gilt dies auch fiir mindestens einen der
Teilquader @;!**. Wir bezeichnen diesen mit @,,,41. Dann gilt

diam(Qpy1) = % diam(Qp,) = 27™ ! diam(Q),
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und deshalb besitzt @,,,1 die obigen Eigenschaften i) und ii). Nach Satz 2.15 existiert

genau ein ¢ mit @ € () Q. Ferner, da (0;);cr eine Uberdeckung von Q ist, ist a ein
meN
Element von O, fiir ein 4y, d.h. es gilt B.(a) C O;, fiir ein € > 0. Wir wéhlen nun m

so groB, dass diam @Q,, < 5 gilt. Da a € Q, ist, gilt
Qm C B:(a) C O,

im Widerspruch zur Eigenschaft i)!
O

Der Begriff der Kompaktheit und damit zusammenhingend der Satz von Heine-
Borel haben viele, sehr wichtige Konsequenzen in der Analysis. Wir beschéftigen uns
in diesem Abschnitt zunichst mit grundlegenden Eigenschaften von stetigen Bildern
kompakter Mengen.

3.7 Theorem. (Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt).  Ist f : R* — R
eine stetige Funktion und K C R" eine kompakte Menge, so ist f(K) C R kompakit.

Beweis. Es sei (O;)ic; eine offene Uberdeckung von f(K). Nach dem Charakteri-
sierungstheorem fiir stetige Funktionen 2.17 ist V; = f '(0;) offen in R" und es
gilt K C |J;;Vi- Da K nach Voraussetzung kompakt ist, besitzt die obige Uber-

deckung eine endliche Teiliiberdeckung und es gilt K C |J;, V;, fiir ein N € N. Daher

N e
gilt f(K) C |J O;, und die obige Uberdeckung von f(K) besitzt somit eine endliche
=1

Teiliiberdecku_ng.
O

Das folgende Korollar folgt direkt aus Theorem 3.7 und Satz 3.3.

3.8 Korollar. FEs sei f: R* — R eine stetige Funktion und K C R" eine kompakte
Menge. Dann ist f(K) beschrinkt, d.h. es existiert ein M > 0 mit |f(x)| < M fir alle
z e K.

3.9 Satz. (Stetige Funktion nehmen auf einer kompakten Menge ihr Minimum und
Maximum an). Es sei f : K C R* — R eine stetige Funktion und K kompakt. Dann
nimmt die Funktion f thr Mazimum und Minimum an, d.h. es existieren xg,z; € K
mat

f(wo) = min f(z)  und  f(z1) = max f(z).

Der Beweis verlauft wie folgt. Nach Theorem 3.7 ist f(K) kompakt und daher nach
Satz 3.3 beschrinkt und abgeschlossen. Also ist

m:=inf f(K) > —oc0 und M :=sup f(K) < oo.
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Es existieren daher Folgen (y;)jen, (2)jen C f(K) mit y; 2% m und 2 2% M.

Da f(K) abgeschlossen ist, folgt aus Satz 2.14 dass m und M in f(K) liegen. Also
existieren zg,z; € K mit f(zg) =m und f(z,) = M.
0

Der eben bewiesene Satz 3.9 impliziert ferner, dass eine abgeschlossene und eine kom-
pakte Menge mit leerem Durchschnitt immer einen strikt positiven Abstand haben.
Wir definieren hierbei den Abstand zweier Mengen My, M, C R™ wie folgt: fiir x € R”
heifit

d(z, M) :==inf{|z —y| : y € M}

der Abstand von x zu M; und
d(My, My) :=inf{|z —y| : x € M,y € My}

heifit der Abstand der Mengen M; und M,.

3.10 Korollar. Fiir eine abgeschlossene Menge A C R® und eine kompakte Menge
K CR* mit ANK =0 gilt d(A, K) > 0.

Beweis. Die Funktion x +— dist(z, A) ist stetig und K ist nach Voraussetzung kompakt.
Nach Satz 3.9 existiert ein zy € K mit d(zy, A) = d(K, A). Falls d(zy, A) = 0 gelten
wiirde, so wiirde eine Folge (a;);jen C A existieren mit d(zo, a;) "= 0, d.h. die Folge
(a;)jen wiirde gegen zo konvergieren. Da A abgeschlossen ist, folgt o € A und es gilt
zo € AU K, im Widerspruch zu AN K = ().

O

3.11 Theorem. (Folgenkompaktheit).  Fiir eine Menge K C R™ sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

i) K ist kompakt (iberdeckungskompakt).

ii) Jede Folge in K besitzt eine Teilfolge, welche gegen ein a € K konvergiert. (fol-
genkompakt).

Beweis. ,, = “: Wir nehmen an, dass die Behauptung falsch sei. Dann existiert eine
Folge (a;) en in K, welche keine Teilfolge besitzt, die gegen ein Element von K konver-
giert. Also existiert fiir jedes z € K eine Umgebung U, von = mit der Eigenschaft, dass
héchstens endlich viele Folgenglieder von (a;)jen in U, enthalten sind. Da K C |J,x Us
und K nach Voraussetzung kompakt ist, existieren endlich viele zy,...,zy € K derart,
dass K von {U,, : k = 1,..., N} iiberdeckt wird. Somit enthélt K nur endlich viele
Folgenglieder, im Widerspruch zur Annahme.

, <= “: Wir notieren zunichst, dass die Menge K beschrinkt ist, denn ansonsten
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wiirde eine Folge (a;)jen C K existieren mit |a;| > j fiir alle j € N, welche dann aber
keine konvergente Teilfolge besitzen wiirde.
Nach dem Satz von Heine-Borel bleibt zu zeigen, dass K abgeschlossen ist. Hierzu sei
(aj)jen C K eine Folge mit lim; ,,,a; = a € R". Nach Voraussetzung besitzt diese
Folge eine konvergente Teilfolge (aj,)ieny mit lim;_, a; = @' € K. Die Eindeutigkeit
des Grenzwerts impliziert aber, dass a = @’ und somit a € K gilt. Nach Satz 2.14 ist
K somit abgeschlossen und der Satz von Heine-Borel impliziert, dass K kompakt ist.
d

Wir betrachten nun den Begriff der gleichmdfigen Stetigkeit einer Funktion f welche
auf einer Menge M C R" definiert ist. Die Stetigkeit einer solchen Funktion f : M C
R® — R in einem Punkt zy € M bedeutet bekanntlich, dass

Ve >03d(e,x0):x € M, |x —x0| <= |f(z) — fzo)| < €

gilt. Hierbei hingt 6 im allgemeinen von z, ab! Falls man § unabhingig von z, wihlen
kann, so nennen wir f gleichmiflig stetig auf M. Genauer gesagt gilt die folgende
Definition.

3.12 Definition. Eine Funktion f: M C R* — R heif3t gleichmdf$ig stetig, falls fiir
alle ¢ > 0 ein 0. > 0 (unabhiingig von ) existiert mit

z,y € M|z —y| <é=|f(z) - fly)| <e

Wir verifizieren, dass jede Lipschitzstetige Funktion gleichméfig ist, hingegen ist die
Funktion f : (0,1) — R,z — 1 stetig, aber nicht gleichmissig stetig ist. Die Wurzel-
funktion f : [0,00) — [0,00), z +— /7 ist gleichmé&Big stetig, aber nicht Lipschitzstetig.

Der folgende Satz besagt, dass eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge
gleichméBig stetig ist.

3.13 Satz. (Stetige Funktionen auf kompakten Mengen sind gleichméiBig stetig).
Ist f : K C R* — R ewne stetige Funktion und K eine kompakte Menge, so ist f
gleichmapig stetig auf K.

Beweis. Die Stetigkeit von f besagt, dass fiir ¢ > 0 und y € M ein Radius 7, > 0
existiert mit

fly) — f(z)| < g fir alle z € B,,(y) N K.

Da K C U,ecx B%y (y) und da K nach Voraussetzung kompakt ist, existiert ein N € N
mit

N
Kc|/J Bry; (y5)-

=1
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Wiihlen wir nun 6 := min{ry,,... 7y} und 2,2’ € K mit |z — 2'| < 4, so existiert
ein j € {1,..., N} mit € Bry; (y;) und 2’ € B, (yj) und
2

(@) = F&)| < | F(@) = F())|+ | F ) — F()] < e.

-~ -~

€
<% <

[IILY

0

Die Fortsetzung einer gegebenen stetigen Funktion f : M C R* — C zu einer steti-
gen Funktion auf M ist eng mit dem Begriff der gleichmifiigen Stetigkeit verbunden.
Genauer gesagt, sei o € R*\ M ein Hiufungspunkt von M. Wir wollen nun der Frage
nachgehen unter welchen Bedingungen eine stetige Erweiterung von f auf M U {z,}
existiert?

Zunichst wollen wir aber den Begriff des Grenzwerts einer Funktion préizisieren.

3.14 Definition. Eine Funktion f: M C R* — C hat im Haufungspunkt zy, von M
den Grenzwert a, wenn fiir jede Folge (z;) en in M \ {xo} mit z; — z, gilt

Jim f(z;) = a.

In diesem Fall sagt man auch, dass f(z) fiir z — a gegen a konvergiert und schreibt

lim f(z) =a oder f(z)—a fir z — x.

T—T0

Gehort xg zum Definitionsbereich von f und ist f stetig in xg, so ist der Funktionswert
in zo identisch mit dem Grenzwert in zg, d.h. es gilt lim,_,,, f(z) = f(zo).
Ferner heifit F': M U {zo} — R definiert durch

ch{f(gc), reM

Yo, T = 2o
eine stetige FErweiterung von f auf M U {z¢}, falls lim,,,, f(x) = yo existiert. Ist

speziell M C R, so heifit
lim f(z) =yo

rz—x0—0
linksseitiger Grenzwert von f in o, falls fiir alle Folgen (z;) en in M N (—o00, 2) mit
z; 2% 2o die Folge (f(z;)) en gegen yo konvergiert. Analog heifit

lim f(z) = yo

Tz—xo+0

rechtsseitiger Grenzwert von f in xy, falls fiir alle Folgen (x;);en in M N (29, 00) mit

T; 2% 2o die Folge (f(z;))jen gegen yo konvergiert.
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Ist M C R nicht nach oben beschrinkt und f : M — C eine Funktion, so heifit a € C
der Grenzwert von f in oo, falls es zu jedem € > 0 ein Ny € N existiert, so dass

|f(zx) —a| <& fiir alle z € M mit z > N,

gilt. Analog definiert man den Grenzwert in —oo.

3.15 Beispiele. a) Betrachtet man die Menge M = R\{1} und f: M — R gegeben

durch f(z) := £=L, so gilt

) oat =1
=iy =

denn esist =t =14z + 2>+ ... + 2" L
b) Fiir z € R gilt

e’ —1

lim =1.
z—0 x
Dies folgt aus der Darstellung
-1 T+L+I 4. LT
r x N 20 30 41 Y
denn es gilt
er —1 x |z|
—1] <51 I+ = —0 firz—0
| <5l el + o+ = g >0 fira

fiir |z| < 1 aufgrund der geometrischen Reihe.
c¢) Der Limes

. T

lim —

z—0 ‘:L'|
existiert nicht, da fiir die Funktion f : R\ {0} — R gegeben durch f(z) :=1 fiir z > 0
und f(z) := —1 fiir z < 0, der linksseitige Grenzwert lim, ,o o f(z) = —1 nicht mit

dem rechtsseitigen Grenzwert lim, ,o.0 f(z) = 1 iibereinstimmt.

Wir beschliessen diesen Abschnitt mit einer Charakterisierung stetiger Fortsetzbarkeit
gegebener stetiger Funktionen durch ihre gleichméflige Stetigkeit.

3.16 Satz. Fiir eine beschrinkte Menge M C R und eine Funktion f : M — R sind
die folgenden Aussagen dquivalent:
i) Es ezistiert eine eindeutige stetige Fortsetzung F : M C R — R von f auf M.

ii) Die Funktion f ist gleichmdfig stetig auf M.
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Beweis. , = “ : Da M beschrinkt und abgeschlossen ist, folgt aus dem Satz von
Heine-Borel, dass M kompakt ist. Die Behauptung folgt nun direkt aus Satz 3.13.
Fiir die umgekehrte Richtung ,, <= “ verweisen wir auf die Ubungen.

O

Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir die sogenannte Sdgezahnfunktion f
gegeben durch
1

f(x)::|ac—[ac]—§‘, z €R, undg(:c)::f(%), zel=(01).

Dann ist die Funktion g stetig im Intervall I = (0, 1), aber nicht gleichméssig stetig.
Letzteres folgt aus

1 1

9(;) 9 17) :f(”)_f("“ﬂ):%’ neh

Nach obigem Satz lisst sich g daher nicht als stetige Funktion auf das abschlossene
Intervall [0, 1] fortsetzen; insbesondere existiert der Grenzwert von g(z) fiir z — 0+
nicht.



