2 Topologische Grundlagen 61

2 Topologische Grundlagen

Wir beginnen diesen Abschnitt mit dem Begriff des Vektorraums, welcher in der mo-
dernen Analysis eine sehr wichtige Rolle spielt. Im gesamten Abschnitt sei der zugrun-
deliegende Skalarkérper K = R oder K = C. Wir beginnen zunéchst mit dem Begriff
des Vektorraums iiber K, wie wir ihn schon aus der Linearen Algebra kennen.

2.1 Definition. Ein Vektorraum iber K, oder ein K-VR ist ein Tripel (V, +, -) beste-
hend aus einer Menge V' # (), einer Verkniipfung + , sowie einer dufleren Verkniipfung
-, KXV = V(AN v) — A-v, genannt Skalarmultiplikation mit folgenden Eigenschaften:

(VR1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
(VR2) Es gelten die Distributivgesetze
Av 4+ w) =+ lw, A+pv= +pu, \NpeKvweV.

(VR3) A (uv) = (Ap) -v,1-v=v, \peK velV.
Der Vektorraum heif3t reell bzw. komplez, falls K = R bzw. K = C gilt.

Die Elemente von V heiflen Vektoren, wihrend die Elemente von K Skalare heiflen. Der
Begriff des Vektorraums wird in der Linearen Algebra im Detail diskutiert.

2.2 Beispiele. a) Es seien n € N und =z = (21,29,...,2,) € K" sowie y =
(y1,Y2,---,Yn) € K*. Dann ist K” versehen mit der Addition, bzw. mit der Skalar-
multiplikation

$+y = (x1+y17"'axn+yn)7
Az o= (Azg,...,A1,), AeK
ein Vektorraum iiber K. Insbesondere sind also R® und C* Vektorrdume.
b) Fiir eine Menge X, ist die Menge VX := {f : X — K : f ist Abbildung} versehen
mit
(f+9)(x) = f(r)+g(z), z€X, ek
Af)) = Af(x), AeK
ein Vektorraum.

c¢) Die Menge ¢y := {(zp)nen C K : (2,,)pen ist Nullfolge} versehen mit der koordina-
tenweisen Addition und Skalarmultiplikation

(@n)n € N+ (Yn)nen = (1 +y1, 22+ y2,...)
()‘xn)neN = ()\331, )\IEQ, .. )

ist ein K-Vektorraum. Dies folgt aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen.
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Wir wollen nun dem Vektorraum R" eine euklidische Struktur aufprigen und fiihren zu
diesem Zweck den Begriff des euklidischen Abstands zweier Elemente aus R* ein. Fiir
z,y € R" nennen wir

=yl = (@1 —y1)2+ ...+ (Tn — Yn)?

den euklidischer Abstand von x und y. Insbesondere gilt

- 1/2
= (D af) "
i=1
Ferner nennen wir die Menge
By(z) ={y eR": [y —z[ <r}
fiir x € R® und r > 0 die offene Kugel mit Mittelpunkt x und Radius 7.

Im Folgenden iibertragen wir den uns bekannten Konvergenzbegriff fiir Folgen und
Reihen reeller Zahlen auf Folgen und Reihen im euklidischen Raum R". Hierzu erweist
es sich als niitzlich, einige grundlegende topologische Begriffe fiir Teilmengen des R"
einzufiihren. Diese Begriffe gehen vor allem auf FELIX HAUSDORFF zuriick.

2.3 Definition. a) Eine Teilmenge U C R" heifit Umgebung von xz € R™, falls ein
e > 0 existiert, derart dass B.(z) C U gilt. Die Menge B.(x) heifit auch e-Umgebung
von .

b) Eine Menge M C R" heifit offen in R™, falls zu jedem z € M ein € > 0 existiert, so
dass B.(z) C M gilt.

Betrachtet man zwei reellen Zahlen ¢ und b mit a < b, so ist das Intervall (a,b) C R
eine offene Menge, denn fiir z € (a, b) setzen wir £ := min{|a — x|, |b — x|} und es gilt
dann B.(z) C (a,b). Ferner sind die Intervalle (a, c0) und (—o0, a) ebenfalls offen. Das
Intervall [a, b] ist nicht offen, denn B.(a) ¢ [a, ] fiir jedes € > 0. Die Kugel B,(z) um
x € R* mit Radius r > 0 ist hingegen eine offene Teilmenge des R".

2.4 Definition. FEine Menge M C R" heiflt abgeschlossen in R, falls M°¢ :=
R"\M :={z € R* : © ¢ M} offen ist in R".

Beispiele von abgeschlossenen Mengen lassen sich leicht angeben. Wahlen wir a,b € R
mit a < b, so ist das Intervall [a, b] abgeschlossen in R, das Intervall (a, b) hingegen ist
nicht abgeschlossen in R. Das Intervall [0, 1) ist nicht offen und nicht abgeschlossen in
R und die Menge @ gegeben durch @ := {(z1,...,2,) E R" 1 q; < z; < b;,1 <i<n}
mit a;,b; € R und a; < b; fiir i = 1,2, ..., n ist abgeschlossen in R”.

In den beiden folgenden Sitzen betrachten wir beliebige Vereinigungen und Durch-
schnitte offener bzw. abgeschlossener Mengen.
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2.5 Satz. FEs gelten die folgenden Aussagen:
a) Die leere Menge ) sowie R* sind offen in R".
b) Fiir eine beliebige Indexmenge I seien O, C R" offene Mengen fiir alle o € I.

Dann ist | O, offen in R™; mit anderen Worten sind beliebige Vereinigungen offener
a€l
Mengen wieder offen.

N
c) Es seien O1,0,,...,0y C R" offene Mengen. Dann ist [\ O; offen in R*; mit
i=1
anderen Worten bedeutet dies, dass endliche Schnitte offener Mengen wiederum offen

sind.

Der Beweis sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. Das Beispiel der offenen Inter-

o

valle I, := (—+,1+ 1) mit () I, = [0, 1] zeigt, dass beliebige Schnitte offener Mengen
n=1

nicht wiederum offen sind.

Der zu Satz 2.5 analoge Satz fiir abgeschlossene Mengen lautet wie folgt.

2.6 Satz. a) Die leere Menge ) und R™ sind abgeschlossen in R".
b) Beliebige Schnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.
c¢) Endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

Der Beweis folgt aus dem obigen Satz 2.5 und den De Morganschen Regeln; vgl. die
Ubungsaufgaben. Man beachte, dass die Aussage c) des obigen Satzes fiir beliebige
Vereinigungen nicht richtig ist, da zum Beispiel die Menge B (0)¢ fiir alle n € N

abgeschlossen ist, aber dies fiir die Vereinigung (J [B1(0)°] = R* \ {0} nicht mehr gilt.
1 n

n=

Wir fiihren im Folgenden weitere topologische Grundbegriffe ein.

2.7 Definition. a) Fiir eine Menge M C R" und z € R" heilt © Randpunkt von
M, falls jede Umgebung U von z sowohl einen Punkt aus M als auch einen aus R"\ M
enthilt.
b) Die Menge
OM :={z € R" : z ist Randpunkt von M}
heifit Rand von M und
M = M\OM

wird als Inneres von M bezeichnet. Ein Element a € M heifit innerer Punkt von M.
¢) Ferner wird z € R™ als Hiufungspunkt von M C R™ bezeichnet, falls jede Umgebung
von z unendlich viele Elemente von M enthélt.

d) Die Menge

M :={zx € R" : x € M oder x ist Hiufungspunkt von M}
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heifit Abschluss von M.
e) SchlieBlich heifit die Menge M C R" beschrinkt, falls z € R* und r > 0 existieren,
so dass M C B, (x) gilt.

Betrachtet man zum Beispiel die abgeschlossene Einheitskugel M = {z € R" : |z| < 1},
so ist deren Inneres M und der Rand von M gegeben durch M = {zr eR" : |z| < 1}
bzw. durch die Einheitssphire OM = {z € R" : |z| = 1}. Die folgenden Eigenschaften
offener bzw. abgeschlossener Mengen erweisen sich oft als niitzlich.

2.8 Bemerkungen. (Inneres, Rand, Abschluss). Fiir eine Menge M C R" gelten die
folgenden Aussagen:
a) Das Innere von M ist gegeben durch

M:UO.

ocM,0 offen

Insbesondere ist M offen und M ist die grofite offene Menge, welche in M enthalten
ist.
b) Der Abschluss von M ist gegeben durch

M=MUOM = N A

MCA,A abg.

Also ist M abgeschlossen und die kleinste abgeschlossene Menge, welche M enthélt.
¢) Fiir den Rand OM von M gilt 0M = M N R\ M; also ist M abgeschlossen.

2.9 Satz. (Hausdorffsches Trennungsaxiom) FEs seien z,y € R* mit © # y. Dann
ezistieren Umgebungen U, von z sowie Uy, von y mit U, N U, = 0.

Der Beweis ist nicht schwierig: fiir ¢ := @ setzen wir U, := B,(z) und U, := B.(y)

und nehmen an dass ein z € R" existiere mit z € U, N U,. Dann wére aber 2¢ =
|z —y| < |z — 2|+ ]|z — y| < 2e. Widerspruch!
—— e —
<e <&

Nach unseren Untersuchung der Konvergenz von reellen oder komplexen Folgen (ay, )nen
in Kapitel II, betrachten wir nun die Konvergenz von Folgen (a,)nen im euklidischen
Raum R”. Die Definition der Konvergenz lautet in diesem Fall wie folgt.

2.10 Definition. Eine Folge (a;)jen C R" heifit konvergent gegen a € R", falls fiir
alle Umgebungen U von a ein Ny € N existiert mit a; € U fiir alle j > Ny. In diesem

Fall schreiben wir lim a; = a.
Jj—o0
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Das folgende Resultat besagt, dass eine Folge in R* genau dann konvergiert, wenn jede
ihrer Koordinatenfolgen konvergiert.

2.11 Lemma. Fine Folge (a;)jen C R" konvergiert gegen a = (ay,as,...,a,) € R*
genau dann, wenn

lima;=q, [=1,...,n,

j—oo
gilt, d.-h. genau dann, wenn die l-te Koordinatenfolge von (a;)jen gegen a; fir alle
l=1,...,n konvergiert.

Beweis. ,, => “: Nach Voraussetzung existiert zu jedem ¢ > 0 ein Ny € N mit |a;—a|? =

Yo laj—a|?* < e fiir alle j > Ny. Daher ist |a;;—a| < |aj—a| < efirallel =1,...,n
und alle 7 > Nj.
, <= “: Nach Voraussetzung existiert zu jedem € > 0 und zu jedem [ = 1,...,n ein

N, € Nmit |a; — ] < ﬁ fiir alle j > N;. Somit gilt
n 2

la; —a| = (Z|al,j —al|2)% < (E—n)% =€

n
=1

fiir alle j > Ny := max{Ny,..., N,}.
U

Die Verallgemeinerung des Begriffs der Cauchyfolge auf die n-dimensionale Situation
bereitet keine Schwierigkeiten und die folgende Definition ist natiirlich.

2.12 Definition. Eine Folge (a;)jen C R” heiit Cauchyfolge, falls zu jedem € > 0
ein Ny € N existiert mit
lan, — ay| < e, fiir alle n,m > Ny.

Der folgende Satz iiber die Konvergenz von Cauchyfolgen in R® beruht letztendlich
wiederum auf der Vollstdndigkeit der reellen Zahlen R.

2.13 Satz. In R" ist jede Cauchyfolge konvergent.

Beweis. Es sei (a;)jen eine Cauchyfolge in R”. Da

n
1
|al,n - al,m| S (Z |al,n - al,m|2) ?

=1

firallel = 1,...,n gilt, ist jede Koordinatenfolge (a;x)ren von (a;),en eine Cauchyfolge
in R. Da R vollsténdig ist, konvergiert daher die Koordinatenfolge (a;x)ren fiir jedes
l=1,...,n und die Behauptung folgt aus Lemma 2.11.
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g

Der folgende Satz beschreibt die Abgeschlossenheit einer Menge in Termen von kon-
vergenten Folgen.

2.14 Satz. (Charakterisierung abgeschlossener Mengen via Folgen).  Fine Menge
A C R" ist genau dann abgeschlossen, wenn fir jede Folge (a;)jen C A mitlim; o a; =
a € R" gilt a € A.

Beweis. ,, => “: Es sei (aj)jen € A eine Folge in A mit lim;_,a; = a € R*. Wir
nehmen an, dass a kein Element von A sei, d.h. dass a € R*\ A gelte. Da R"\ A nach
Voraussetzung offen ist, ist insbesondere R"\ A eine Umgebung von a. Nach Definition
der Konvergenz (vgl. Definition 2.10) existiert ein Ny € N mit a; € R*"\A fiir alle
j > Ny. Widerspruch!
, <= “: Wir nehmen wiederum an, dass die Behauptung falsch sei, d.h. dass A¢ nicht
offen sei. Dann existiert ein a € R™\ A so, dass fiir alle & > 0 die Umgebung U, (a) nicht
in R™\ A enthalten ist; also gilt U.(a)NA # (. Wéhlen wir fiir j € Nnun a; € Ui (a)NA,
so gilt lim;_,o a; = a € A. Widerspruch! ’

O

Fiir eine Menge M C R" definieren wir ihren Durchmesser diamM als
diam M :=sup{|z — y| : z,y € M}.

Es gilt dann der folgende Satz.

2.15 Satz. Es sei (Aj)jen, €ine Folge nichtleerer, abgeschlossener Teilmengen des
R™ mat
AgDAIDAD ...

o
und lim;_,o, diam A; = 0. Dann existiert genau ein x € R" mit x € no Aj.
]:

Beweis. Wir beginnen mit der Existenz eines Elements x € R" mit der gewiinschten
Eigenschaft. Wahlen wir fiir jedes n € N ein z,, € A,,, so existiert nach Voraussetzung
ein N € N mit

|Tp — | < diam Ay, n,m > N.

Die Folge (2, )nen ist also eine Cauchyfolge in R" und Satz 2.13 impliziert, dass sie gegen
ein x € R" konvergiert. Da z,, € Ay fiir alle n > k gilt und da jedes Ay abgeschlossen
ist, folgt aus Satz 2.14, dass z € Ay fiir alle £ € N gilt. Die Eindeutigkeit von x ist
klar.

O
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Wir iibertragen schliefilich den Begriff der Folgenstetigkeit einer reellen Funktion auf
reellwertige Funktionen deren Definitionsbereich eine Teilmenge des R" ist.

2.16 Definition. Ist M C R* und f : M — R eine Funktion, so heifit f stetig in
xg € M, falls fiir jede Folge (z,)neny C M mit lim, o 2, = xo gilt lim, o f(2,) =
f(zo). Falls f fiir alle xy € M stetig ist, so heifit f stetig.

Wir wollen nun die obige Definition der Stetigkeit einer Funktion f in die Sprache der
Umgebungen umformulieren. Genauer gesagt ist eine Funktion f : R® — R genau dann
stetig in oy € R", wenn fiir jede Umgebung V' von f(zy) in R eine Umgebung U von
zo € R" existiert mit f(U) C V.

Das folgende Theorem ist eine fundamentale Charakterisierung stetiger Funktionen,
welche auch in einem abstrakteren Rahmen noch Bestand hat.

2.17 Theorem. Fiir eine Funktion f : R* — R sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent:

i) f ist stetig.

ii) f71(O) ist offen in R™ fiir jede in R offene Menge O, d.h. mit anderen Worten,
dass Urbilder offener Mengen offen sind.

iii) f1(A) ist abgeschlossen in R™ fiir jede in R abgeschlossene Menge A, d.h. mit
anderen Worten, dass Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind.

Beweis. 1) = ii): Es sei O C R offen. Gilt f~1(0O) = 0, so folgt die Behauptung direkt
aus Satz 2.5 a). Es gelte im Folgenden also f~!(O) # (0. Da f nach Voraussetzung stetig
ist, existiert fiir jedes x € f~'(O) eine Umgebung U, C R" von z mit f(U,) C O, d.h.
es gilt x € U, C f~1(0) fiir jedes x € f~'(0). Daher ist

f_l(o) = U Uy,

z€f~1(0)

als Vereinigung offener Mengen nach Satz 2.5 wiederum offen.
ii) = iii): Es sei A C R abgeschlossen, also ist A¢ offen in R. Da nach Voraussetzung
FHAS) = (f1(A))¢ in R offen ist, folgt, dass f!(A) abgeschlossen ist.
iii) = i): Es sei z € R" und V eine offene Umgebung von f(z) in R. Da V¢ abgeschlossen
in R ist, impliziert die Voraussetzung dass f~'(V¢) = (f~'(V))¢ in R* abgeschlossen
ist. Also ist U := f~'(V) offen in R® und da z € U ist U eine Umgebung von x mit
fU)cV.

0
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Bevor wir nun Beispiele betrachten mit dem Ziel die Aussage des obigen Theorems zu
erldutern, bemerken wir, dass nach Theorem 2.17 eine Funktion f : R” — R also genau
dann stetig ist, wenn Urbilder offener Mengen offen bzw. wenn Urbilder abgeschlossener
Mengen abgeschlossen sind.

2.18 Beispiele. a) Es sei f : R* — R eine stetige Funktion und y € R. Dann ist
f~Y(y) abgeschlossen in R". Dies ist offensichtlich, da die Menge {y} in R abgeschlossen
ist.

b) Fiir eine stetige Funktion f : R® — R ist die Menge

{r € R" : f(x) < r} abgeschlossen und die Menge {z € R" : f(z) < r} offen.

Dies folgt unmittelbar aus obigem Theorem 2.17,da {x € R* : f(z) < r} = f'((—o0,1])
bzw. {zr € R : f(z) <r} = f((o0,7)) gilt und die Intervalle (—oo, 7] und (—oo, )
abgeschlossen bzw. offen sind.

c¢) Der abgeschlossene n-dimensionale Einheitswiirfel

Q={zeR":0<2;<1,1<j<n}

ist abgeschlossen in R". Um dies einzusehen, notieren wir, dass die Projektion auf die
j-te Koordinate gegeben durch p; : R® — R, (z1,...,2,) — z; eine stetige Abbildung
ist. Da ) in der Form

ﬂ {zeR": pj r) <1}n{z € R" : p;(z) > 0})

N /
-~

abg. nach b) abg. nach b)

dargestellt werden kann, und endliche Schnitte abgeschlossener Mengen wieder abge-
schlossen sind (vgl. Satz 2.5), folgt die Behauptung aus Theorem 2.17.

d) Man beachte, dass stetige Bilder abgeschlossener (offener) Mengen im Allgemeinen
nicht abgeschlossen (offen) sind. Wir betrachten hierzu die Menge A := {(z,y) € R? :
ry = 1} C R? und die stetige Funktion f : R? — R, (z,y) — xy. Dannist A = f~*({1})
und nach Aussage b) von Theorem 2.17 ist A abgeschlossen in R?. Nun ist die Projek-
tion auf die erste Koordinate p; : R2 — R, (z,y) +— z stetig, aber p;(A4) = R\{0} ist
nicht abgeschlossen.

Als weiteres Beispiel betrachten wir das offene Intervall O = (—1,1) und die stetige
Funktion f: R — R,z + z?. Dann ist f(O) = [0, 1) nicht offen in R.



