Il Stetige Funktionen und
Topologische Grundlagen

1 Stetige Funktionen

Wir beginnen dieses Kapitel mit der Untersuchung stetiger Funktionen und ihrer Eigen-
schaften. Der von uns im Folgenden verwandte Begriff der Stetigkeit geht, wie schon der
Konvergenzbegriff, im wesentlichen auf Cauchy zuriick, der in seinem Cours d’Analyse
(1821) die Stetigkeit einer Funktion wie folgt definierte: En d’autres termes, la fonction
f(z) restera continue par rapport & x entre les limites données, si, entre ces limites,
un accroissement infiniment petit de la variable produit toujours un accroissement in-
finiment petit de la fonction elle-méme. Cauchy verwendet noch die damals iibliche
Bezeichnung der unendlich kleinen Grofle (quantité infiniment petite), welche aber im
Laufe der Zeit durch die heute gebriuchliche ed-Formulierung abgelost wurde. Letztere
wurde wesentlich durch Weierstrafl beeinflufit.

Wir erinnern zunéchst noch einmal an die Definition einer Funktion. Hierzu seien X
und Y Mengen und f : X — Y eine Funktion, d.h. eine Vorschrift welche auf eindeutige
Weise jedem z € X ein Element y € Y zuordnet. Die Menge

Graphf :={(z, f(z)) ;2 € X} CX xY

nennen wir den Graph von f.

Wir beginnen mit der Definition der Stetigkeit einer Funktion, welche auf dem Kon-
vergenzbegriff fiir Folgen aufbaut.

ol
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1.1 Definition. (Folgenstetigkeit). Eine Funktion f: D C K — K heifit stetig in
xo € D, falls fiir jede Folge (zp)nen C D mit lim,, o 2, = o gilt

lim f(za) = f (o).

n—00

Mit anderen Worten ist f in 25 € D genau dann stetig, wenn

n—oo

(xn) C D:xn n—>_0>0$0 :>f(xn) — f(xO)

gilt. Die Funktion f heiflt stetig in D, falls f in allen Punkten zy € D stetig ist.

Der folgende Satz ist eine Umformulierung der Definition der Stetigkeit in die ¢ — ¢
Sprache, wie wir sie abgewandelt schon aus der Konvergenztheorie fiir Folgen und
Reihen kennen.

1.2 Satz. (¢ — d-Kriterium der Stetigkeit). Eine Funktion f : D C K — K ist im
Punkte xq € D genau dann stetig, wenn zu jedem e > 0 ein § > 0 existiert derart, dass
qilt:

|f(z) = f(zo)| <&  fiir alle x € D mit |x — x| < 9.

In Quantoren geschrieben bedeutet dies:

Ve >036>0s0dassx € D, |r —xo| <d = |f(x) — f(z0)] <&

Beweis. " =": Wir nehmen an die Behauptung sei falsch. Dann existiert ein g9 > 0
mit der Eigenschaft, dass fiir alle 6 > 0 ein x5 € D existiert mit

|zg — 5| < 6 und | f(zo) — f(xs)| > 0.

Zu jedem n € N existiert daher ein z,, € D mit |z, —x¢| < 1/nund |f(z,)— f(zo)| > €o.
Damit gilt lim,, o, 2, = g, aber (f(x,))nen konvergiert nicht gegen f(xg) fiir n — oc.
Widerspruch!
" «<=": Nach Voraussetzung existiert fiir alle ¢ > 0 ein 0 > 0 mit |z — 2| < § =
|f(z) — f(x0)| < &. Ist (zn)nen eine Folge in D welche gegen xq konvergiert, so existiert
ein Ny € N mit |z, — zo| < ¢ fiir alle n > Ny. Daher ist |f(z,) — f(xo)| < € fiir alle
n > Ny und somit gilt lim,_, f(z,) = f(xo).

]
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1.3 Beispiele. a) Essei f: R — R gegeben durch f(z) = ax + b mit a,b € R. Dann
ist f stetig, denn z, =3 z, impliziert f(z,) = az, + b = azx + b = f(x).

b) Die Betragsfunktion f: R — R,z — |z| ist stetig.

c) Die Heavyside-Funktion f : R — R definiert durch f(z) =1 fiir £ > 0 und f(z) =0
fiir < 0 ist stetig fiir alle z € R\ {0}, aber unstetig in 0.

d) Die Funktion f gegeben durch

8

1, z>1,
fTRR f(z)=¢ %, t<z<t5,n=23,...
0, z<0

Y

ist stetig in 0, da man wegen |f(z) — f(0)| = |f(z)| < |z| zum Beispiel § = ¢ wihlen
kann.
e) Die Dirichletsche Sprungfunktion gegeben durch

f:R—)R,f(x):{(l]: ié%@

ist in allen Punkten z € R unstetig. Beweis als Ubungsaufgabe.
f) Wir betrachten eine Modifikation der Dirichletschen Sprungfunktion und definieren

f durch
1 nge(@ mit ¢ > 0 minimal

f:R—)R,f(x):{ (5) e R\Q

Dann ist f in allen irrationalen Punkten zy € R\Q stetig, hingegen unstetig in allen
rationalen Punkten xq € Q! Den Beweis iiberlassen wir wiederum als Ubungsaufgabe.
g) Es sei f: D C R — R eine Funktion mit der Eigenschaft, dass ein L > 0 existiert
mit

(1.1) [f(z) = fy)| < Llz —y|, z,y€D.

Dann ist f stetig, denn wéhlt man fiir ¢ > 0 ein § > 0 als § := 55, so folgt die
Behauptung aus der Definition. Eine Funktion, welche der obigen Bedingung (1.1)
geniigt, heift Lipschitzstetig und L heifdt die Lipschitzkonstante von f.

h) Jede Lipschitzstetige Funktion f ist stetig. Die Umkehrung gilt hingegen nicht.
Betrachte hierzu zum Beispiel die Funktion f : [0,1] — R gegeben durch f(z) = /z.
Dann ist f stetig, aber nicht Lipschitzstetig.

i) Die Funktionen f,..., fs : C — C seien definiert durch

fiz) =1z, fao(2) =2, f3(2) =Rez, fi(z)=Imz.

Dann sind die Funktionen fi,..., f; Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante 1, also ins-
besondere stetig.
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Die obige Definition der Stetigkeit via Folgen erlaubt es unsere Kenntnisse iiber kon-
vergente Folgen auf stetige Funktionen zu iibertragen. Genauer gesagt definieren wir
zunéchst die Summe, das Produkt und den Quotienten zweier Funktionen. Hierzu seien
f,9: D C K — K zwei Funktionen und «, 8 € K. Setzt man

af+Bg :D—K (af +Bg)(z) = af(z)+ By(z)
fr9 :D—=K, (f-9)(z) = f(z) g()
I {zeD: g(z) #0} = K, (D) =14,

so gilt der folgende Satz.

1.4 Satz. Fs seien f,g : D C K — K zwei in xqg € D stetige Funktionen und
a, B € K. Dann gelten die folgenden Aussagen:

a) Die Summe af + Bg: D — K ist stetig in xo € D.
b) Das Produkt f - g: D — K ist stetig in zy.

c¢) Ist g(xo) # 0, so existiert ein 6 > 0 mit g(x) # 0 fir alle x € Us(zo) N D und die
Funktion 5 : Us(zo) N D — K ist stetig in xo.

Beweis. Die Aussagen a) und b) folgen direkt aus der Definition 1.1 und den Rechen-
regeln fiir konvergente Folgen.

c¢) Nach Voraussetzung ist |g(zo)| =: v > 0. Da nach Voraussetzung ferner g in x, stetig
ist, folgt

l9(a0)| — 9(@)| < lg(ao) = ()| < 3, @ € Uslao) N D

fiir ein 6 > 0. Daher ist |g(x)| > 7 fiir alle z € Us(zo) N D. Die Behauptung folgt nun

aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen.
d

Als néchstes betrachten wir die Verkniipfung zweier Funktionen f : Dy C K — K und
g: Dy, C K — Kmit g(D,) C Dy. Wir definieren fog: D, — K als

(fog)(z):=[f(9(x)), = €D,

Der folgende Satz besagt, dass die Verkniipfung zweier stetiger Funktionen wiederum
stetig ist.

1.5 Satz. FEsseien f: Df CK = Kundg: D, C K — K zwer Funktionen mit
9(Dy) C Dy. Ist g in xg € Dy und f in g(xo) € Dy stetig, so ist f o g in zo stetig.
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Beweis. Es sei (Zp)nen C D, eine Folge in D, mit lim, ,o 2, = zo. Da g nach
Vorausetzung in z, stetig ist, folgt g(z,) — g¢(z). Wiederum, da f in g(z,) stetig
ist, folgt (fog)(zn) = fg(zn)) == f(g(x)) = (fog)(x). Also ist fo g nach Definition
in z( stetig.

U

1.6 Beispiele. a) Alle Polynome, d.h. alle Funktionen der Art
T 2" + a1 "'+ ...+ mita; €K

fiir j =0,1,2,...,n sind stetig.
b) Sind p und ¢ Polynome, so ist die Funktion %’; gegeben durch

(2) == —= mit D:;:{ZEK:q(z)#O}

stetig. Solche Funktionen heiflen rationale Funktionen.
c) Die Signumfunktion sign : C\ {0} — C, sign(z) := % ist stetig.

Potenzreihen sind die natiirlichen Verallgemeinerungen der Polynome. Wir zeigen im
Folgenden, dass Potenzreihen im Inneren ihres Konvergenzkreises stetige Funktionen
sind. Genauer gilt der folgende Satz.

1.7 Satz. Es seiy .., a,2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius ¢ > 0. Dann ist
[:1B,(0):={2€C:|z| <o} = Cz— > 7, a,2" eine stetige Funktion.

Beweis. Es seien 2y € B,(0), ¢ > 0 und r > 0 so gewéhlt, dass |z < r < p gilt.
Theorem I1.5.3 impliziert, dass die Reihe Y >° o |a,|r™ konvergiert, d.h. es existiert ein
No € N mit

Z la,|r™ < 1
n=No+1
Fiir z € C mit |z| < r gilt dann
No No o0 00
1F(2) = f)] < D ez = andg|+ Y laallz®+ D> lanll2]"
n=0 n=0 n=No+1 n=No+1
oo
< Ip(2) = p()[+2 ) anlr,
¥’I’L:N0—}-1 D

€
<2.¢
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wobei wir p(w) = 7]:]20 a,w™ gesetzt haben. Da Polynome stetig sind, existiert ein
6 € (0,7—|z0|) mit [p(z) —p(20)| < § falls nur |z—2| < ¢ gilt. Alsoist |f(z)—f(20)| < ¢
falls |z — zo| < d gilt und f ist somit nach dem & — d-Kriterium aus Satz 1.2 stetig.

U

Wenden wir obigen Satz auf die Exponentialfunktion an, so folgt, dass die Exponenti-
alfunktion fiir alle z € C stetig ist.

1.8 Korollar. (Exponentialfunktion). Die Ezponentialfunktion exp : C — C, z — €*
15t stetig.

Nach Beispiel 11.5.5 a) besitzt die Exponentialreihe "> zn—f den Konvergenzradius
0 = oo. Die Behauptung folgt daher aus Satz 1.7.

Viele Existenzaussagen in der Analysis beruhen auf dem sogenannten Zwischenwert-
satz. Die Notwendigkeit eines Beweises dieses auf den ersten Blick offensichtlichen Sat-
zes geht auf Bolzano zuriick. Aus heutiger Sicht handelt es sich bei dem folgenden
Satz um eine Variante der Vollsténdigkeit von R. Im Folgenden setzen wir wiederum
[a,b] :={x € R:a <z < b} fiir a,b € R mit a < b.

1.9 Theorem. (Zwischenwertsatz). Es seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] = R
eine stetige Funktion mit f(a) < 0 und f(b) > 0. Dann existiert ein zo € [a,b] mit

Der obige Satz ist anschaulich klar, doch Vorsicht ist geboten! Betrachte D := {x €
Q:1<z<2}und f: D — R sei gegeben durch z + x? — 2. Dann ist f(1) = —-1<0
und f(2) = 2 > 0, aber es existiert kein o € D mit f(zq) = 0.

Beweis. Betrachte die Menge M definiert durch M := {x € [a,b] : f(z) < 0}. Da nach
Voraussetzung f(a) < 0 gilt, ist a € M und M # (). Ferner ist M nach oben beschrinkt
durch b und das Vollstindigkeitsaxiom impliziert daher, dass xzy := supM € [a, ]
existiert. Wir zeigen im Folgenden, dass f(zq) = 0 gilt.

Hierzu nehmen wir zunichst an, dass f(zp) < 0 ist. Dann gilt b — 2y > 0 und da f
nach Voraussetzung stetig ist, existiert zu ¢ := @ > 0ein 6 € (0,b — o) mit

f(z) = f(zo) < e falls = € [xg — 6,20 + ] N [a, b].
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Also ist f(z) < @ < 0 fiir alle x € [zg — J, 20 + 6] N [a, b] und es gilt
[€g — 0,20 + 6] N [a,b] C M.

Insbesondere ist daher xq + § € M, was aber im Widerspruch zur Definition von zg
steht.

Nehmen wir an, dass f(x¢) > 0 gilt, so ist 2o — a > 0 und analog zu oben gibt es zu
€= @ > 0 wegen der Stetigkeit von f ein § € (0,29 — a) mit

f(zo) — f(x) <e fiir alle x € [xg — d, 20 + 6] N [a, b].
Also ist 0 < @ < f(z) fiir alle z € [xy — 6,9 + 0] N [a, b] und daher gilt
[zg — 0,20 + 6] N]a,b] N M = 0.

Insbesondere, da xo — 0 > a gilt, ist zo — J eine obere Schranke von M im Widerspruch

zur Definition von zy. Zusammengefasst gilt also f(x¢) = 0.
]

1.10 Bemerkungen. a) Es sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann nimmt
f jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an. Mit anderen Worten sei ¢ so gewihlt, dass
f(a) < c < f(b) gilt. Der Zwischenwertsatz impliziert dann, dass ein zy € [a, b] existiert
mit f(z¢) = c¢. Den Beweis iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.

b) Jedes Polynom ungeraden Grades mit reellen Koeffizienten besitzt mindestens eine
reelle Nullstelle.

c¢) Fiir alle y > 0 existiert genau ein z € R mit exp(z) = y. Wir bezeichen dieses z als

x :=logy

und nennen es denn natirlichen Logarithmus von y.
Um diese Eigenschaft einzusehen, notieren wir zunéchst, dass fiir n € N

2
n—00

exp(n):1+n+%+...21+n—>oo

gilt. Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion impliziert nun exp(—n) = expl(n) iy

0. Also existiert fiir y > 0 ein Ny € N mit exp(—Ny) < y < exp(NVy). Die Exponen-
tialfunktion exp : [—Np, Ny] — R ist nach Korollar 1.8 stetig, also existiert nach
dem Zwischenwertsatz ein x € [—Ny, Ng| mit exp(z) = y. Zum Beweis der Eindeu-
tigkeit von £ nehmen wir an, dass ein r € R existiere mit OBdA z < r und dass
expr = y = expr gelte. Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion impliziert
dann exp(r)/exp(z) = exp(h) fiir h =r — 2 und da

h2

exp(h):1+h+§+...>1

fiir A > 0 gilt, folgt exp(z) < exp(r) und exp(z) = y < exp(r). Widerspruch!
Die Funktion log : (0,00) — R,y + logy heifit Logarithmusfunktion.
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Als weitere Anwendung des Zwischenwertsatzes betrachten wir nun das Bild eines In-
tervalls unter einer stetigen Funktion. Hierbei heiflen alle folgenden Teilmengen von R
Intervalle:

(a,0) = {xreR:a<z<b}

[a,b) = {xeR:a<z<b}

(a,b] == {xeR:a<z<b}

[a,b] = {zeR:a<z<b}
(—o0,b) = {zeR:z<b}
(—00,b] = {xeR:z<b}

(a,00) = {x€R:z>a}

[a,00) = {x€R:z>a}
(—o0,00) = R

1.11 Satz. (Stetige Bilder von Intervallen). Es sei I ein Intervall und f : I — R
eine stetige Funktion. Dann ist f(I) wiederum ein Intervall.

Beweis. Es sei a := inf f(I) := inf{f(z) : ¢ € I} und b :=sup f(I) := sup{f(z) : x €
I}. Nach Definition des Supremums bzw. des Infimums existieren fiir alle ¢ > 0 Zahlen
e, be € I mit f(a.) < a+eund f(b:) > b—e. Der Zwischenwertsatz impliziert deshalb

(@,b) = Jlo+eb—2 | If(a) £b)) S £(I) C la,b].

e>0 e>0
O

Unser néchstes Ziel ist es, die Umkehrfunktion einer gegebenen stetigen Funktion (so-
fern sie denn existiert) auf Stetigkeit zu untersuchen. Hierzu fithren wir zunéchst die
folgenden Begriffe ein.

1.12 Definition. FEine Funktion f: D C R — R heifit

monoton steigend, falls z,y € D,z <y = f(z) < f(y),

streng monoton steigend, falls z,y € D,z <y = f(z) < f(y),

monoton fallend, falls z,y € D,z <y = f(z) > f(y),

streng monoton fallend, falls x,y € D,z <y = f(x) > f(y),

monoton, falls f monoton steigend oder monoton fallend,

streng monoton, falls f streng monoton steigend oder streng monoton fallend.

Wir erinnern an dieser Stelle auch nochmals an die Definition der Injektivitit einer
Funktion: eine Funktion f : D C R — R heifit injektiv, falls f(z1) = f(z2) immer
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1 = xo impliziert. Insbesondere ist eine streng monotone Funktion f : D C R - R
injektiv und es ist moglich die Umkehrfunktion f~' : f(D) — D via der folgenden
Vorschrift zu definieren:

f7Hf(D) = D, f7H(y) =2 =y = f(a).

Der Graph Graph(f~"') von f~! entsteht durch Spiegelung des Graphen Graph(f) von
f an der Geraden x = y, und es gilt

Graph(f~) = {(y, /7' (v)) : y € f(D)} = {(f(2),2) : « € D}.

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir nun der Frage nach, ob die Umkehrfunktion
einer streng monotonen und stetigen Funktion wiederum stetig ist.

1.13 Satz. Fs sei I ein Intervall und f : I — R eine stetige und streng monotone
Funktion. Dann ist die Umkehrfunktion f~*: f~1(I) — R stetig.

Beweis. OBdA sei f streng monoton wachsend. Wir unterteilen den Beweis in drei
Schritte.

1. Zunichst ist f(I) =: J ein Intervall nach dem obigen Satz 1.11 und wir setzen
g=f1t:J—1

2. Die Funktion ¢ ist streng monoton wachsend, denn seien s; < sy in J, so folgt
9(s1) < g(s2). Ansonsten wire g(s;) > g(s2) und die Monotonie von f wiirde s; =
f(g(s1)) > f(g(s2)) = s implizieren. Widerspruch!

3. Die Umkehrfunktion g ist stetig. Zum Beweis nehmen wir an, dass die Funktion g
in 5o € J unstetig sei. Dann existiert ein €9 > 0 und eine Folge (s,) C J mit

1
|sp — so] < - und |g(s,) — g(s0)| > & fiir alle n € N.

Deshalb ist s, € [sp — 1,59 + 1] fiir alle n € N. Da g eine monotone Funktion ist,
existieren a,b € R mit ¢, := ¢(s,) € [a,b]. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf}
besitzt die Folge (t,)nen eine konvergente Teilfolge (%, )ken mit Grenzwert ¢o. Da f

stetig ist, konvergiert f(t,,) fir & — oo gegen f(to). Andererseits gilt f(t,,) = sn, o
so und die Eindeutigkeit des Grenzwertes impliziert sy = f(to). Deshalb gilt

k
g(snk) = tnk 1)0 to = g(S()),

im Widerspruch zur obigen Eigenschaft der Folge (g(sy))nen-

Wir beschlieflen dieses Kapitel mit einer Reihe von Beispielen.
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1.14 Beispiele. a) Fiir n € N ist die n-te Wurzelfunktion f : [0,00) — [0, 00), 2
{/x stetig und streng monoton wachsend. Um diese Tatsache einzusehen, betrachte
man die Funktion g : [0,00) — [0,00),t +— t". Dann ist g stetig und streng monoton
wachsend, denn fiir 0 < s < t gilt

g(t) = g(s) = t" = 5" =" (1= (5)") > 0.

Die Behauptung folgt dann aus obigem Satz 1.13.

b) Die Exponentialfunktion exp : R — R ist streng monton wachsend. Wir wiederholen
das Argument aus der Bemerkung 1.10 c): da e**"/e® = e" fiir alle z € R und h > 0
gilt, folgt die strenge Monotonie der Exponentialfunktion aus der Abschitzung

2

h
eh:1+h+5+...>1, h > 0.

Ferner ist die Exponentialfunktion exp : R — (0,00) nach Korollar 1.8 stetig. Der
obige Satz iiber die Umkehrfunktion besagt dann, dass die Logarithmusfunktion log :
(0,00) = R,z > logx definiert in Bemerkung 1.10 ¢) als Umkehrfunktion der Expo-
nentialfunktion exp : R — (0, 00) ebenfalls stetig ist.

¢) Fiir > 0 und « € R definieren wir die allgemeine Potenz als

% := exp(alogx).

Dann sind die beiden Funktionen
fr R=R fola) =2 fiir festes z > 0 und
9o : (0,00) = R go(z) =2 fiir festes @« € R

stetig. Wir notieren an dieser Stelle, dass die obige Definition die bisherige Definition
der Potenz fiir rationale Exponenten aus Bemerkung 11.1.14 auf beliebigen Exponenten
a € R fortsetzt. Um dies einzusehen, folgern wir fiir z > 0 und a = 1; € Q aus der
Eindeutigkeit der Wurzel, dass

exp(Zlog) = exp(l"j o = ({/explloga))! = (Y)?

gilt.

d) Ist f : D C R — R stetig und streng monoton, so ist f~' : f(D) — D im
allgemeinen nicht stetig, falls D kein Intervall ist. Betrachte zum Beispiel die Funktion
f:D=10,1)U{2} gegeben durch

@) = { z, firzel0,1)

1, fiirz=2.
Dann ist f stetig und streng monoton, aber f~!: f(D) = [0,1] — R gegeben durch

1,y Jy, firyelo,1)
f (y)_{Q, firy =1

ist unstetig in y = 1.



